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Probléme 1: Etude d’une fonction

Soit g la fonction définie par :

1
g(x) = % + arctan x.

1. Etudier les variations de g.

2. Montrer que g s’annule une et une seule fois sur R en un point & compris
entre —1 et 0 (on ne demande pas de préciser la valeur de «).

3. Dessiner le graphe de g.
Soit f la fonction définie sur R par :

f(x) = (x+1)arctan x.
4. Calculer la dérivée de f et établir son tableau de variation.

5. Le graphe de f a-t-il des points d’inflexion ? Si oui, donner les coordon-
nées de ce (ou ces) point(s).

6. Donner I'équation de la tangente au point d’abcisse x = 0 au graphe de
f et la position de ce graphe par rapport a cette tangente (au voisinage de ce
point).

7 . Montrer les formules:

1 T
arctan x 4+ arctan po =5 six > 0.

1, 7w 1
P — (14 2)(Z ~ arctan =) six > 0.
(—i—x)( arcanx)51x>

p 2
1 1
fo) = (1+;)(—72—T —arctan;) six <0.

1
8. En déduire l'existence d"une fonction ¢ telle que lir_P e(;) = 0 et, pour
X— 100
tout x > 0, on ait :
T T 1 1,1
== ——1)— =+ —¢(-).
f) = Zx+ (G -1 =+ ()

Etablir un résultat analogue pour x < 0.

1 T
arctan x 4 arctan ; = _E six < 0.

9. Quelles sont les asymptotes au graphe de f ? Préciser la position de ce
graphe par rapport a ces asymptotes. Dessiner le graphe de f.

Probléme 2: Une suite de fonctions

Dans tout ce probleme n désigne un entier naturel non nul. On note f; la
fulx) =xe % six #0,
fn(o) - 0.

10. Etudier la continuité et la dérivabilité de f, en O puis sur IR*.

fonction définie sur IR par: {

11. Calculer f;,(x) pour tout x € R*, et étudier son signe.

12. Calculer les limites: lilll fa(x), lim f,(x), lir(r)l fn(x), puis dresser le
x——+00 X——00 x—0~

tableau de variation de f;,.

13. Montrer qu’au voisinage de +oo et —oo, f,(x) admet un développement
asymptotique de la forme:

1 1
fn(x) = x+an+bn; +o (x)

détérminer les coefficients a, et by,.

14 . En déduire I’équation de 'asymptote a la courbe de f;,, en +o00 et —oo, en
précisant la position relative de celle-ci par rapport a 'asymptote.

15. Donner l'allure de la courbe de f; .(ien = 1).
16 . Montrer que pour tout 7 il existe un unique réel u, tel que f,(u,) = 1.

17 . Montrer que:
Pour tout n : u, > 1 et Pour tout n : uy, In(u,) = n.

18. En déduire que lim u,; = +4o0.
n—-+o00

19 . Justifier la relation: In(n) = In(u,) + In(In(uy)).

In(uy,)

20. Endéduire que: lim =1 puis que lim Liln =1

n—-+00 h’l(l’l) n—-+o0o W



