Suites de nombres réelles

B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda

I Généralités
I.1 Algebre des suites de nombres réels

On munit I’ensemble RN des suites de nombres réels de deux lois de compositions internes
et d'une loi externe:

e L’addition des suites définie par: V(u,), (v,) € RN : (1) + (vn) = (4 + 04)-

e La multplication tion des suites définie par: V(uy), (v,) € RN @ (u,) x (vn) = (up x
V).

e La multiplication par un scalaire définie par: YA € R,V (v,,) € RN : A.(v,) = (Avy).

Ainsi définies ces lois vérifient les proopriétés suivantes.
Propriétés
PIL1 (]R]N, +) est un groupe abélien, d’élément neutre la suite nulle.

P12 x est commutative, associative et admet la suite constante égale a 1 pour élément
neutre.

P 1.3 x est distributive par rapport a +.

Définition 1 On résume les propriétés ci-dessus, en disant que (]R]N, +, X) est un anneau
commutatif.

"o

P L4 Laloi externe ".” vérifie les propriétés suivantes Vi, v € RN et VA, u € R:
e A(u+v)=Au+Av. (A4 ) = Au + pu.
e A(uxv)=(Au)xv=ux(Av). (Ap).u = A(p.u).

Définition 2 On résume toutes les propriétés ci-dessus, en disant que (]R]N, +, X,.) est une
algebre sur R.
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1.2 Relation d’ordre
On munit RN d’une relation d’ordre naturelle, en posant:
Y(uy), (vy) € RN . (uy) < (vy) <= Vn € N:u, < v,

Définition 3 (a partir un certain rang) On dit qu'une propriété P(n) est vérifiée a partir un
certain rang s'il existe p € IN tel que Vn > p : P(n) est vrai.

Exercice 1 Est ce que la relation (u,) < (v,) a partir d'un certain rang définie une relation
d’ordre sur RN?

Définition 4 On dit qu'une suite (u,) est
o majorée s'il existe M € R tel que Vi € IN : u,, < M.
e minorée s'il existe m € RNtel queVn € IN:u, > m.
e bornée s'il existe M € R tel que Vn € IN : |u,,| < M.
Remarque 1 Si (u,) < (v,) a partir d’un certain rang, alors
e (v,) majorée = (u,) majorée.
e (u,) minorée = (v, ) minorée.

Exemple 1 u, = (—1)" est bornée.

u, = n® n’est majorée.

Proposition 1 L'ensemble des suites bornées est stable par les lois + et x.

I.3 Suites monotones
Définition 5 (u,,) est dite croissante (resp. strictement croissante) si
Vn € IN:uy < upyq (resp. uy < Upiq.
(un) est dite décroissante (resp. strictement décroissante) si
Vn € IN:uy > tpqq (resp. Uy > Upiq.
Si (uy) est croissante ou décroissante, on dit qu’elle est monotonne.

Exemple 2 1, = n est strictement croissante.

Uy = est strictement décroissante.
n+1

uy, = (—1)" n’est ni croissante ni décroissante.
Propriétés

P 1.5 La somme de deux suites croissantes (resp. décroissantes) est croissante (resp. décrois-
santes).

P16 SiA > 0 et (u,) croissante alors A.(u,) est croissante.

P17 si (u,) croissante alors (—u,) est décroissante.
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II Limite d’une suite

II.1 Définitions - exemples

Définition 6 étant donné un nombre réel 4, on dit que (1,,) admet 2 pour limite si
Ve>0,INEN |Vn>N:|u, —al <e (IL.1)

lorsqu’un tel nombre a existe, on dit que la suite (u,) est convergente, ou quelle admet une

limite finie. On écrit nEToo Uy, =a.

S'il n’existe aucun réel a vérifiant (IL1), on dit que la suite (u,) est divergente.

Théoréme II.1 (unicité de la limite) Si une suite est convergente sa limite est unique.

a' —a
Preuve: Par absurde, si a < a’ vérifient tous les deux (II.1), alors avec ¢ = 3 on

aboutit a une contradiction .

Proposition 2 limu, = a <= lim(u, —a) =0

Preuve: C’est la définition .

Exemple 3 Toute suite constante a partir d'un certain rang est convergente.

1
Uy, = —. limu, = 0.
n

_1)n
Uy = ( n) imu, =0
uy = n. (uy) n'est pas convergente.
uy, = (—1)". (u,) n’est pas convergente.

On peut étendre la notion de limite d"une suite a R. On dit que
e limu, = +oo ou que (u,) diverge vers +oo si

VAeR,IAINEN |Vn> N:u, > A.

e limu, = —oo ou que (u,) diverge vers —oo si

VAER,IAINEN|Vn>N:u, <A.

Remarque 2 (unicité) Le résultat d’unicité de la limite se prolonge aussi au cas de limite
dans R.

Exemple 4 u, = n. (u,) converge vers +oco.
uy = y/n. (u,) converge vers +oo.

Remarque 3 Une suite qui n’est pas convergente peut ne pas admettre de limite dans R
Exemple: u, = (—1)".
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I.2 Propriétés des suites convergentes
Théoréme II.2 Toute suite convergente est bornée.

Preuve: Avec ¢ = 1 dans la définition de la limite, il existe N tel que Vi > N : |u, —a| <
1. Donc (uy,) est majorée par max {uo; t1; ...; un—1; |a| +1}

Remarque 4 Si limu, = +oo alors (u,) n'est pas majorée. Par contre si (u,) n’est pas
majorée on ne peut pas conclure que lim u,, = +oc.

Théoréme I3 Silimu, = a > 0, alors u, > 0 a partir d'un certain rang.

De méme si limu,, = a < 0, alors u, < 0 a partir d’un certain rang.

Plus généralement, si (u,,) converge vers un réel | € IR, alors pour tous réels x, y tels que
x < I <y, il existe unrang N € IN tel que

VneN:n>N=x<u, <y
. a a_a
Preuve:Suz>0,avec5:§,3N€]N\VnZN:uHZa—E=E>O .
Remarque 5 Silim u,, = 0 on peut rien dire sur le signe de u;,.
(="
n+1’

Exemple: u, =
Exercice 2 Ecrire a I'aide des quantificateurs les propriétés suivantes:

1. (u,) ne converge pas vers | € R.
2. (uyn) ne diverge pas vers +oo.

3. (up) diverge.

II.3 Opérations sur les suites convergentes

Théoréme I1.4 Soient (u,) et (v,) convergentes telles que lim u,, = a et limv, = b.

(i) (un) + (vn) est convergente et lim (u, +v,) = a+ b.

(ii) (un)(vn) est convergente et lim(u,v,) = ab.
a

u u
(iii) Sienplusb # 0, alors v—" est définie a.p.cretonalim v—" =
n n

Preuve: utiliser la définition .

Théoréme IL5 Si (u,) bornée et lim v, = 0, alors (u,v,) converge vers 0.

€
Preuve: Si |u,| < A # 0 pour tout n. Pour ¢ > 0, il existe N tel que |v,| < 4 pour tout

n > N. Etdonc |u,v,| < ¢, pour toutn > N. cqfd

sinn + cosn

Exemple 5 u, = "
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Lien avec les limites de fonctions
Théoreme I1.6 Soit f : [ — R; a € [;] € R. Soit (u,) une suite a termes dans I. Si

limu, =aet %m;f(x) = lalors lim f(u,) = 1.

Remarque 6 Ce théoreme est utile pour montrer qu'une fonction n’a pas de limite en 4. Il
suffit pour cela d’exhiber deux suites (i) et (v,) qui convergent vers 4 mais telles que les
suites (f(un)) et (f(vn)) ne convergent pas vers la méme limite.

Remarque 7 On utilise également ce théoréme dans 1’ étude des suites récurrentes

tp1 = f(un)

Si la suite (u,) converge vers une limite | € IR, et si la fonction f est continue au point /,
alors la limite de la suite récurrente est un point fixe de la fonction :

I=f)

1
Exemple 6 Montrez que la fonction définie par f(x) = sin(;) n’admet pas de limite lorsque

x — 0.

Exercice 3 Soit une fonction f : R — IR périodique. Montrez que si lir+n f(x) existe et
X—+00

est finie, alors la fonction f est constante.

Théoréme IL.7 Soit une fonction f : I — IR et un point a2 € I. La fonction f est continue
au point 4 si et seulement si pour toute suite (x,,) de points de I convergeant vers 4, la suite

(f(xn)) converge vers f(a).

Cas de limites infinies

On résume les propriétés dans le tableau suivant.

lim u, +oo | +0 | +0|a>0] 0

limov, a>0|+o00 | —oc0| oo | £

lim(uy, +vy) | oo | +oo | ? +oo | £oo

lim (uy,.vy) +too | 400 | —0c0| oo | ?

lim 2 to | 2 | 2] 0 | 0
Un

Exemple7 1. Limite de suite géométrique
2. Limite de série géométrique
3. Limite de suite arithmétique

4. Limite de suite polynémiale et rationnelle
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I1.4 Propriétés avec la relation d’ordre

Théoréme IL.8 Soient (uy) et (v,) convergentes telles que limu, = a etlimv, = b.
Si u, < vy a partir d'un certain rang alors a < b.

Remarque 8 Méme sion a 1, < vy, on ne peut conclure que a < b.
1

Exemple: u, = —etv, = —.

Lxemple: iy n n n

Corollaire IL.9 Soient une suite (u,), un réel I. S'il existe une suite («;) telle que:

(i) lim oo, = 0,
(i) |un — 1] < oty & partir d’un certain rang.

Alors (uy,) converge vers I.
Preuve: Pour ¢ > 0, on considere N tel que |1, —I| < a, < e pour toutn > N .
Théoreéme I1.10 On considere trois suites (1), (v,) et (w,) telles que
(i) vy < uy < wy a partir d'un certain rang,

(i) Les deux suites (vy) et (wy) sont convergentes et lim v, = lim w,,.

Alors la suite (uy,) est convergente et lim u, = limv,, = lim wy,.
De méme, si
(i) vn < uy a partir d'un certain rang,

(ii") lim v, = +o0.

Alors lim u,; = 4oo0.

Preuve: Pour ¢ > 0, il existe Ntelque ! —e < v, <u, <w, <I+e¢ .

IIT Théorémes d’existence

III.1 Suites extraites

Définition 7 Etant donné deux suites (1) et (v,). On dit que (v,) est une sous suite (ou
suite extraite) de (u,), s'il existe une application ¢ : IN — IN strictement croissante telle
que

Vn € N oy =ugy,).
Exemple 8 (u,,11) et (up,) sont extraites de (uy).

Théoréme II1.1 Si (u,) est convergente de limite /, alors toute sous suite de (1) est conver-
gente de méme limite /.

Remarque 9 La réciproque est fausse...
Exemple: 1, = (—1)", uz, = 1 donc (u2,) convergente alors que (u,) diverge.
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Remarque 10 Pour montrer qu'une suite diverge, on peut donner deux sous suites qui con-
vergent vers deux limites différentes. Par contre on a le résultat particulier suivant.

Théoréme II1.2 Siles deux suites extraites (u2,) et (ui2,+1) convergent vers la méme limite
1, alors (uy) est convergente et limu,, = I.

Preuve: Pour ¢ > 0, il existe N tel que Vi > N : |up, —I| < e et Juguq1 — I <o,
DoncVn > 2N +1: |u, —1| <e¢ donclimu, =1 .

III.2 Cas de suites monotones
Théoréme II1.3

1. Si (uy) est croissante majorée, alors elle est convergente et on a

limu, = sup uy.
n

2. De méme si (u,) est décroissante minorée, alors elle est convergente et on a

lim u,, = infu,.
n

3. Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oco.

4. Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.

Preuve: Utiliser la caractérisation de la borne sup (resp inf) et la monotonie .

Exemple 9
1 1 1 . 1 1 1 1
1. unfl—l—zfz-‘rﬁ-‘r...—‘rﬁ.(md.k—2<m7m_%),
1.1 1 , o 1
2. u, =1+ 3 + 3 + ..+ e (11,) n'est pas majorée. (ind: up, — 1y > E)

III.3  Suites adjacentes

Définition 8 Deux suites (a,) et (b,) sont dites adjacentes si
(i) (an) et (by) sont monotones de sens contraire.
(ii) La suite (a, — b,) converge vers 0.

Exemple 10

1

1
1. ap = zlr(l:O E, b}’l =ay + ﬁ

2. Soient a,b tels que 0 < a4 < b. On définit (u,) et (v,) par

ug=a,vg =b,
1
Uptl = V/UnUn, Ony1 = 5

(Montrer par récurrence que: 0 < uy, < 11 < Upq1 < 0y).

(Un +vp) .

N
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Théoréme ITII.4 Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite.
Preuve: On suppose (a,) /, (bn) \, et (b, — a,) — 0. On montre que
Vn,p € N:a, <by.
En effet, si on suppose par absurde qu'il existe (19, po) tel que a,, > by, alors puisque
V> ng,p > po € N:by < bpy < an, < ay.
Donc
Vn > max(ng, po) € IN : ay — by > apy — by, >0
ce qui contredit le fait que lim(a, — b,) = 0.
On conclut donc que (a,) est majorée et (b,) est minorée, elles sont donc convergentes

et ont la méme limite. cqfd -

Exemple 11

1. Dans I’exemple 1 ci-dessus lima, = lim b, = e.

2. Dans l'exemple 2 ci-dessus limu, = limv, = u(a,b) appelé moyenne arithmético-
géométrique de a et b.

II1.3.1 Segments emboités

Définition 9 Une suite (I,,) de segments de R est dite emboités siVn : I, 11 C .
Remarque 11 Si on pose I, = [a,, by], alors (a,) /" et (by) \, .

Théoreme IIL5 Si (I,) est une suite de segments emboités alors | I, # 0.
nelN

En plus si la suite des longueurs (mes(1,)) converge vers 0, alors (] I, est un singleton.
nelN
Preuve: Si en pose I, = [a,, by alors N I, = [a,b], otta =lima, etb =1limb, .

nelN

I11.3.2 Méthode de dichotomie

On suppose qu'il existe une solution unique « € [a,b] de I'équation f(x) = 0, et que f(x) <
O sur [a, [ et f(x) > O sur |a, b].
La méthode de dichotomie consiste a construire les deux suites

up = a,v9 = b et pour tout n :

= T sipnf (M) <o
Up1 = Up
Un4+1 = Un

Uy + 05 siflun)f <M> > 0.
Upt1 = Y 2

si f(un)f (WT—H)") = 0 alors la solution est - _2'_ n

suites sont stationnaires a partir d'un certain rang).

, et 'algorithme s’arréte (ie. les deux

8
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Proposition 3 Les deux suites (i) et (v,) sont adjacentes. La limite commune des deux
suites est la racine « de I'équation f(x) = 0.

Uy — Uy
Preuve: Onau, 1 —uy, =00uuy4y —uy =

. Pour étudier la monotonie de (u,,)
et (vy), il suffit d’étudier le signe de (v, — uy) .

Onavyiq1 — Uy = 1 (vn — un), done sgn(vy, — uy) = sgn(b—a) > 0.

On conclut donc que (u,) /" et (vy,) \, et Vn : u, < v,. En plus la suite (v, — u,) est
géométrique de raison = donc lim(u, — v,) = 0.

Donc (uy) et (v,) sont adjacentes. notons | = limu, = limv,. onaVn : u, <1 < v,
si on suppose, par absurde, que | < «, alors il existe n tel que u, <! < v, < «a, donc
f(1n) f(vn) > 0 ce qui contrdit la définition des deux suites .

III1.4 Théoréeme de Bolzano!-Weierstrass?

Théoreme II1.6 De toute suite bornée de nombres réels, on peut extraire une sous suite qui
converge.

Preuve: On note U = {u, | n € N}, 'ensemble des valeurs de la suite. Et on pose
a=infU,b=supU.onadoncVn:a <u, <b.

1°" cas: U fini alors 3ng tel que I = {n | u, = uy,} soit infini, on consideére alors ¢ :
IN — I strictement croissante, la suite (1, ) est stationnaire donc converge.

2°me cas: U infini, on construit alors deux suites (a,) et (b,) en posant

ag =a,bp = betpourtoutn :
ay + by
by = 21 si [an, ay + by

} N U infini,

2
An+1 = an
bn+1 = bn b
a, +b, sinon. Dans ce cas {a” + Ly by,} N U infini.
Ap+1 = 5 2

On a alors Vn : [a,,b,] N U infini. Et les deux suites sont adjacentes, notons [ leur limite
commune.
On construit enfin (i) par

{ ®(0) =0,

Vn€IN":(n) > @(n—1)telque ugy,) € L,NU
la suite (1)) converge vers I. .
Conséquence (Théoreme de Heine)
On rappelle le théoreme de Heine:

Théoréme I11.7 (De Heine) Soit f : I =Soit f : I = [1,b] — IR continue (2 < b deux réels),
alors f est uniformément continue sur [a, b] .

ITcheque (1781-1848)
2 Allemand (1815-1897)
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Preuve: Supposons par absurde que f n’est pas uniformément continue, donc
Je > 0 tel que Vi € IN*, 3xy,, yyy € [a, b] tels que

50—l < et £ ) = £ )] > ¢

La suite (x,) étant bornée donc d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass il existe une sous
suite (x,(,)) de (x,) qui converge vers un certain ¢ € [a,b], et comme ’xq,(,,) —Yom)| < o0
et o(n) — +00 alors (Y, () converge vers c.
n—-—+oo
f étant continue donc (f(x4(s))) et (f(Yp(n))) convergent vers f(c) ce qui contredit le

fait que ‘f(x(p(n)) _f(yqo("))‘ e

IV Relations de comparaison

IV.1 Domination

Définition 10 On dit qu’une suite (u,) est dominée par une suite (vy), s'il existe A > 0 tel
que |uy| < A|vy| & partir d’un certain rang.
On onte alors u, = O(v,) (on lit u, égale grand o de vy,).

Remarque 12 Si (v,) ne s’annule pas, ona: 1, = O(v,) <= (?) bornée.
n

Exemple 12
1. u, = O(1) signifie que (u,) est bornée.

2. uy = O(Auy), pour tout A # 0.

. u .
3. Silim v—" existe alors u, = O(vy)
n

4. uy, =2n;v, =5n+1. u, = O(vy).

Propriétés
Uy, = O(vy) _
PIVL "~ Olwy) = 1= O(wy).
prve Y= O~ O(wn). et VA € R: Aty = Oaw,)
- vy = O(wn) n n n)- : n n)-.
prva = O o Ol
f Yn = O(Un) nYn nUn)-
pva =00 o
limv, =0

. . u v
Exercice 4 Siu, > 0etv, > 0 alors ;—H < Z—H = u, = O(vy).
n n

10
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IV.2 Prépondérance

Définition 11 On dit que (u,) est négligeable devant (v,) s'il existe une suite (¢,) telle que
Uy = 40y et lime, = 0.

On note alors u, = 0(vy,), on lit "petit 0”.

Remarque 13

1. Siv, # 0 a partir d’un certain rang, alors

u
Uy = 0(v,) <= lim = = 0.
Un

2. Si (uy) et (v,) ne s'annulent pas (a partir d'un certain rang) alors

un:o(vn)<:>i:o<i).

Up

3. Uy = 0(vy) = up = O(vy).

4. u, = o(1) signifie que limu,, = 0.

Propriétés
Uy = O(vp) _ ty = 0(vn), _
PIV.5 o = o(wp) = u, = o(wy). et oy = O(wy) = uy = o(wy).
uy = o(w
PIV.6 v: _ 0((ZUZ§ = Uy + vy = o(wy). et VA € R : Auy = o(wy,).
prvy =0l o)
Yy = O('Un) nYn nUn)-
Exemple 13

1 l =0 1 L 0 1
"n2 - " \n) ' nlnn " \n/)’
2. Suites de référence: n"; n!;a"; n%; (lnn)ﬁ, a>0,apB€R.
(@) n!=o0(n").
(b) a* =o(n!).
(c) n* =o0(a")sia > 1. Exercice: Etudierle cas 0 < a < 1.
(d) (Inn)P =o(n*) sia>0etp > 0.

v v 1
"+1 Onalim 2+1 = - < 1,donclimv, = 0.

n!
Preuve: (a) On pose v, = por et on étudie Y
n n
(b) et (c) méme démo.

B &\ P
) (nm)® _ (pInn?) g car dim 2 o .
n% B +00
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IV.3 Equivalence

Définition 12 Deux suites (u,) et (v,) sont dites équivalentes s'il existe une suite (a,), telle
que

Uy = a,v, et lima, = 1.
On note alors u;,, ~ v;,.
Remarque 14

1 1
1. Silima, = 1 alors lim —= letv, = a—un. L’équivalence est donc symétrique.
n n

2. Si v, # 0 a partir d'un certain rang alors

u
Uy ~ vy <= lim —= = 1.
Un

3. Si v, # 0 a partir d'un certain rang alors

1 1
Up ~ Uy = — ~ —.
Un On

4. Sia, — lalorse;, =a, —1 — 0, donc

Uy ~ Uy <= Uy — Uy = 0(0y) <= Uy — Uy = 0(Uy).

Exemple 14
1. Silimu, =1 € Ralors u, ~ L.
2n+1 N 2
" 3n242  3n’
Propriétés

PIV.8 La relation ~ est une relation d’équivalence sur RN.

PIV9 Si u, ~ v, alors uy, et v, ont méme signe a partir d'un certain rang. De plus si
limu, =1 € R, alors limv, = [.

PIvio T H Xnln ~ UnOp.
Yn ~ Oy

Exercice 5

1. Si (u,) et (v,) sont a termes > 0, alors

Uy ~ Uy <> U ~ Uy, pour tout a # 0.
2. et~ e <= (Uy —vy) — 0.
3. Si (uy) et (vy) sont a termes > 0, alors

g ~ vy et limo, =1 € R\ {1} <= Inu, ~ Inv,.

12
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V  Suites de nombres complexes

V.1 Généralités:

Soit (z,;) une suite de nombres complexes. On appelle partie réelle de (z,) (resp. partie imaginaire)

la suite (Re (z,)),, (resp. (Im(z,)),,) i.e: sizy = Re (z,) +iIm (z,).

Remarque 15 On définit pour les suites complexes les opérations +, X et -. Et ((C]N L+, X, )

vérifie les mémes propriétés que (]R]N s+, %, ) ,onditdonc que (CN, +, x, -) est une C—algebre

commutative.

Définition 13 Une suite (z,) € CN est dite bornée si la suite réelle (|z4|), est majorée i.e:
IMeR:VneN: |z, <M

Exemple 15 les suites (z, = i"), z, = ¢™3 sont bornées alors que (z, = ni + 1) est non
bornée.

Proposition 4 Une suite (z,) € CN est bornée ssi (Re (z,))
RN

» (Im(z,)), sont bornées dans

Remarque 16 Comme dans le cas réelle, I'ensemble des suites bornées est stable pour les
lois +,%,-.

V.2 Limite d’une suite complexe

Définition 14 Soit £ € C, et (z,) € CN. On dit que limz, = ¢ si:

Ve>0,INEN,Vne N:n >N = |z, —{| <c¢

Remarque 17

1. L'unicité de la limite.

2. limz, = ¢ <= lim|z, — {| = 0.

3. limz, =0 <= lim|z,| = 0.

4. Silimite z, = ¢ alors lim |z,| = |¢].
Remarque 18 Toutes les propriétés démontrées sur les suites réelles ne faisant pas intervenir
d’inégalités sont encore valables pour les suites complexes (les démonstrations n’utilisent
que l'inégalité triangulaire). En particulier, on a les théorémes généraux sur les sommes,
produits, quotients, 1'unicité de la limite, une suite convergente est bornée. On ne dispose
plus par contre du passage a la limite dans les inégalités, du théoreme de la limite monotone,

ni du théoreme des gendarmes. Le théoreme suivant permet de montrer qu’une suite de
complexes converge vers une limite.

Théoreme V.1 Soit (z,) une suite de complexes et 2 € C. Si () est une suite de réels
vérifiant

e |z, —a| < ay & partir d’un certain rang,
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e a, — 0,
n—-+o0

alorsz, — a.
n—-+o00
Théoréme V.2 Soit z;, = x, + iy, € CN et ¢ = ¢4 + ily, alors
limz, = { <= (limx, = {1 et limy, = {3)

Remarque 19 Cecinous permet de se ramener a I’étude de deux suites réelles au lieux d"une
complexe.

Exemple 16
1. Suite géometrique q € C, z, = ¢" :

e Si|q| < 1alorslimz, = 0.
e Si|g| > 1alors lim |z,| = +oo0.

e Siljgl=1etq# 1,onposeq=¢% —m <0< 7m,0#0,0onadonc q" ="’
Exercice 6 Montrer que dans ce cas (4") n’admet pas de limite.

Remarque 20 Si Re (z,) (ou Im (z,)) n’est pas convergente alors la suite (z,) ne lest pas
aussi.

) ) n?+i(n?+1) n? . nP+1
Exemple 17 Considérons la suite z,, = TR R W + o) Tl
Avec lim niz— lim A—l
n—+002n2 +5n+1 n>t2n2+5n+1" 27
Donc li =-+4i=.
onc lim z, 3 +12

Remarque 21 Les opérations sur les limites des suites convergentes sont les mémes que
dans le cas des suites réelles.

V.3 Relations de comparaisons:

On étend les définitions relatives de comparaisons aux suites complexes. Si (i) (v,) € CN,

. . Up L. )
e on dit que u, = O (vy) si — bornée; ie u, = b,v, avec (A,) bornée.
Un

. ... Up .
e ondit que u, = o0 (v,) silim — = 0; ie u, = b,v, avec b, — 0.
Un

. cq.. Un .
e on dit que uy 2 vy silim — = 1. ie u, = w,v, avec w, — 1.
n—-+oo n

— 1.
n—-+oo

Remarque 22 limz, = { € R # (z,) € RN. exemple: z, = (1 + 1) + 1
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