Nombres réels et suites

B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda

Table des matiéres

I[__Nombres réelsl
1 Lastructuredecorpssur Rl . . ... ... ... .. L
: 7
.3 Borne supérieure etinférieure| . . . . . .. ... L L
4 Droite numérique achevée| . . . . . .. ... . L
6 Valeurabsolue|. . . . . . .. ... ... e
1.7 Norme euclidienne canonique sur R . . ... .. .. ... ... ... ... ... ... ... ...,

M Cmie d i
L1l Généralités| . . . . . . . . ...
L2 Limite d’ ite at i S]Bdl

1.3 Propriétés des suites convergentes| . . . . . . ... ... L L L L o
1.4 Opérations sur les suites convergentes| . . . . . . ... ... ... .. .. ... oL
L5 Propriétés avec larelationd’ordre| . . . .. ... ... o oo oo oo

Z ~

[III Calculs asymptotiques|
ML Domination] . . - -« v v vt e e e e e e

112 Prépondérance|. . . . . . . . .. ... . .
[[1.3 Equivalence| . . . . . . . . .. .
114 Casdesuitescomplexes| . . . . ... ... ... .







B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda Nombres réels et suites

Commentaires

Ce n’est qu'une premiére ébauche, revisitez le site vous troiverez surememnt des mises a jour !

I Nombres réels

I.1 La structure de corps sur IR

L'ensemble IR des réels est muni de deux l.c.i + et x, qui vérifient les propriétés :

> 4+ est commutative, associative, admet 0 pour élément neutre et tout réel x est symétrisable de symé-
trique, son opposée, —x.

On dit alors que (IR, +) est un groupe abélien.

> (IR*, X) est un groupe abélien, d’élément neutre 1, et le symétrique d’un réel x non nul est son inverse—.
x

> En plus entre les lois + et x, on a la propriété suivante, appelée distributivité de x par rapport a + :
V(x,y,z) € R x(y +z) = xy + xz.

Définition 1 On résume les trois propriétés ci-dessus, en disant que (IR, +, X ) est un corps “commutatif”.

Remarque 1 La structure de corps sur IR, génere toutes les propriétés et regles de calcul connues sur R (sim-
plifications, identités remarquables...).

Les notations } et []

Dans les notations suivantes k désigne un indice entier qui peut étre remplacé par toute autre lettre (diffé-
rente de l'entier n).

n

n
Zak:u1+a2+...+an et I_lak:alleZX"'Xﬂn.
k=1 _
- ! k(k+1) 2 1 (2n+1
Exemple 1 Zl:n; zk:g; kzzn(n—i— ) (2n + )
k=1 k=1 2 k=1 6

n n n
Exemple 2 |_| a=a" |-| k=n!; |_| 2k = 2"n! .
k=1 k=1 k=1

Propriétés
n

1. Zak+bk z +Zbket z}\ak—)\zgk

n n
2. % ax Y k=Y b (ici1 <k | < nsignifie que le § porte sur tous les couples (k, 1) € [1,1]?).

»
Il
—
-
Il
—
—_
IA
A
A
2

3. ﬁ (lebk) = ﬁ |£| by et donc |_| Agp = A" |_| ay .

k=1 k=1 k=1

Identités remarquables
Des formules que vous connaissez :
(a+b)? =a2+b2+2ab  (a+b)’ = a®+ b+ 3a2b + 3ab?
(a+b+c)* = a® 4 b? +  + 2ab + 2ac + 2bc
et toutes les formules qui en résultent, on les appelles des identités remarquables. En général on a :

|
(a+Db)" ZEk ap"* oun e N*, Ck = ﬁ avec 0! = 1.
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et aussi la formule :

n 2 n 5 n 5
ZQi ZZQi—F z ﬂl‘ﬂ]‘: Zui+2 aia]-
i=1 i=1 1<7<n i=1 1<i<j<n

1<j<n
i#j
Les coefficients bindmiaux CX sont liés par les relations :
k _ k-1 k
CE=CklyC

K pour (kn) e N2 k<net(Y=Cl=1
De ces formules on déduit les expressions suivantes :

-0 = (a—b)(a+b) et @ —b=(a—b)(a+ab+b?)
et plus généralement

n—1

at =" =(a-b) ) a" 1Rk oun € N*.
k=0

En particulier la somme des premiers termes d’une suite géométrique :

n

qn+1_1 )
D Ak T T R 171

n+1 si g=1
I.2 Larelation d’ordre sur IR

IR est totalement ordonné par la relation d’ordre naturelle’ <’, définie par :
¥ <y<= (y—x) € Ry.
Cette relation d’ordre est compatible avec la structure de corps, dans le sens suivant :
PVxeR:0<x<— —x<0.

>Vx,ye R: (0<xet0<y)=0<x+yet0 < xy,eten général:

n n
Si pour tout i € [1,n],a; < b; alors z a; < z b;.
i=1 i=1
n n
Et si pour touti € [1,n],0 < a; < b; alors I_| a; < I_l b;.
=1 i=1
>Vx,y,ze€R:x+z<y+z<=x<y.

Exercice 1 Etablir les inégalités suivantes, ol 4, b et c sont des réels.
1. 2ab < a? + b2

2. ab+bc+ca <a?+b%+ 2.

Nombres réels et suites

Exercice 2 a et b étant deux réels strictement positifs, montrer qu’on a les inégalités suivantes entre moyennes
harmonique, géométrique et arithmétique :

2

<Vab< 2P
1.1 2
a b
Exercice 3 Montrer que pour n € IN* :

1
<
V2 +44+Vn2+3 "

1
2n’
Exercice 4 Résoudre dans R

DVI4+x=1—x

2)V4—x>x+5  3)2<|x—1|<3.
4hlx—1<[x=2]. 5lx—-1<ux

6) (2 —2x+1)3<1.
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I.3 Borne supérieure et inférieure
Définition 2 Soit A une partie de R. On dit que m € R est un majorant (resp minorant) de A, si
Vac A:a<m(respm < a).
Si m est dans A, il est appelé plus grand élément (resp plus petit élément) de A ou maximum (resp mini-

mum) de A. Il est noté max(A) (resp min(A)).
Si A est majoré et minoré, on dit que A est borné.

Définition 3 Soit A une partie non vide majorée de IR, le plus petit des majorants de A est appelée sa borne
supérieure et est notée sup A. Ainsiona:

Vae A:a<aq,

oc:supA<:>{ Ve>0,JacA:a—ec<a<a

Remarque 2 Par définition, on a :
sup A = min {m € R | m majorant de A}

donc si la borne supérieure existe elle est unique.

Définition 4 De la méme fagon, on définit la borne inférieure d’une partie A minorée de IR par :

. VaeA:3<a,
ﬁ_mfA<:>{ Ve>0,dacA:B<a<fB+e.

Et on a la méme remarque concernant 1'unicité et on a :

inf A = max {m € R | m minorant de A} .

Proposition 1 Si A est majoré alors —A = {—a |a € A} est minoré, etona:
inf(—A) = —sup(A).

Preuve: Utilise les définitions .

Remarque 3 Si max A (resp min A) existe alors sup A = max A (resp inf A = min A).

L’une des propriétés caractéristiques de IR est I'existence de la borne supérieure. 1l s’agit d’'une propriété
caractéristique dans le sens o1 cette propriété fait partie de la définition de R ou des axiomes régissant la
relation d’ordre sur IR. On admet alors le résultat suivant :

Théoréme 1.1 (Principe de la borne supérieure) Toute partie non vide majorée de IR admet une borne supé-
rieure.

Exemple 3 sup |a,b[ = sup |a,b] = b; inf [a,b| = inf|a, b| = a. a et b sont des réels.

Corollaire 1.2 Toute partie non vide minorée de IR admet une borne inférieure.

Preuve: utlise la proposition (1) et le théoreme (L.1)) .

Remarque 4 On peut donc conclure que toute partie non vide bornée de IR admet une borne sup et une borne
inf.
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I.4 Droite numérique achevée
On définit R en ajoutant a R deux éléments notés —oo et +oco. L'ensemble
R=RU{—00;+00}

ainsi obtenu, est appelé droite réelle achevée. Les éléments —oo et +oo sont non réels...
Sur le nouvel ensemble ainsi défini, on prolonge la relation d’ordre usuelle sur IR par:

VxeR: —c0 < x < +o0.

On peut alors désigner le nouvel ensemble sous la forme d’intervalle : R = [—o0, +00].

L'intérét de la droite achevée réside dans le fait que nombre de résultats dans R est lié au fait d’étre borné
ou pas. Ainsi, si A est majoré, on peut définir s = sup A. Si A est non majoré, on posera sup A = +o00. +ocon’est
autre que la borne supérieure de A, mais dans la droite achevée IR. On a alors le résultat suivant, généralisant
I'axiome de la borne sup.

Théoreme L.3 Toute partie non vide de IR admet une borne sup et une borne inf dans R .

Preuve: Distinguer les cas... .

Intervalles dans IR

Définition 5 Une partie I de R est un intervalle si
(Vx,yel|x<y)ona (VzeR:x<z<y=2ze€l) (L1)

Un intervalle s’écrit |a, b| ot | remplace ici [ ou |, a peut étre fini ou valoir —oo, b peut étre fini ou valoir
+o0. L'intervalle est alors I'ensemble des réels compris entre a et b, éventuellement au sens large.
On distingue alors neuf types d’intervalles de R

|—o0,b],]—c0,b],]a,bl,la,b],|a,b[,[a,b],]a +oo[,[a,+o0[,]—00, +oo[ = R.
Les intervalles de R sont donc les intervalles :
la,b[,]a,b],[a,b],[a,b] otaetbsontdans R tels que a < b.

Théoréme 1.4 Tout intervalle |a, b[ de R rencontre Q et R \ Q.
On dit que Q et R \ Q sont denses dans IR.

Preuve: Il suffit de montrer que :
e Entre deux rationnels, il existe un irrationnel.
e Entre deux irrationnels, il existe un rationnel.

Soiten effet 0 < a < bdans R\ Q, on cherche g tel quea < g < b,

cestadireaq < p < bg,
11 suffit alors de choisir g tel que gb —qa) > letp = E(gqx +1)
(b—a)v2

D’autre partsi0 <a <bdansQ,x =a+ >

€la,b|NRNQ. .

I.5 Partie entiére
Théoréme L5 (IR est archimédien) Vx € R, Ip € N | x < p.

Preuve: Soit x > 0, posons A = {n € N | n < x}.

A est non vide (0 € A), majoré par x dans IR, donc admet une borne sup.

Posons s = sup A. Avece = 1,ilexisten € Atelques —1 <ndoncs <n+1.Avecp =n+1¢ A,ona
x<p .

Corollaire 1.6 (Partie entiére) Pour tout réel x il existe un entier relatif p unique telque p < x < p+1.
L'entier p est appelé la partie entiére de x, il est noté E(x) ou [x]. On a donc

E(x) <x < E(x)+1.
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Preuve: o Soit x > 0, posons B={n € IN | x < n}.

B est non vide (car R est archimédien), minoré par x dans IR, donc admet une borne inf.

Posons r = inf B. Avece = 1,ilexisten € Btelquer <n <r+1ldoncn—1<r<n.Avecp=n—-1¢B,
onap=n—-1<x<n=p+1

Donc p répond a la question dans ce cas.

o Soit x < 0, un raisonnement analogue avec —x donne p telque p < —x < p+1,cestadire —p—1 <
x < —p.

Si x n’est pas entier —p — 1 répond a la question, si non p = x convient.

Pour l'unicité, sionap <x <p+letg<x <g+1lalorsp <g+1letg<p+1cequiimpliquep <get
g<pcestadirep=g .

Remarque 5 {x} = x — E(x) € [0, 1] est appelé la parrtie décimale de x.

Graphe de la fonction x — E(x).

Plus généralement on a le résultat suivant.

Corollaire 1.7 Vx € R,Va € R, 3!(n,y) € Z x [0,a] | x =na+y.

x X
Preuve: Avec n = E(E) ety=x—na,ona:n < <n+ 1, donc 0 < x —na < a. Donc le couple (1, y)

répond a la question.
L’'unicité découle des propriétés de la partie entiere .

I.6 Valeur absolue

Définition 6 Pour réel x le réel positif
xsi0<x
|¥| = max {—x;x} = { xsix <O

est appelé la valeur absolue de x.

x < |x|.
Remarque 6 Par définition,ona: | —x < |x|.
x| = =]

Exemple 4 0| =0;|—1| = |1| =0.

Propriétés

lL.VxeR:|x|=0<=x=0.
_ I+

2. Vx,y € R: |xy| = |x||y|,sienplus y # 0,0on a g =
3. Vx,y e R: |x+y| < |x| + |y| (inégalité triangulaire) et on en déduit que

Vx,y € R: x| = [yl[ < |x =yl
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1.7 Norme euclidienne canonique sur IR*

Définition 7 Pour toutx € R? (d > 1), on appelle euclidienne de x = (x1, ..., x;) qu’on ||x|| ou |x| = /(x, x) =
(3 + ...+ 23)1/2.
Et on appelle distance euclidienne entre deux points x = (x1, ..., X) et y = (y1, ..., y4) de R? le réel

d(x,y) = [y — x|

On a alors les propriétés suivantes déja prouvées en premiere période :
o Inégalité de Cauchy-Schwarz :
e inégalité triangulaire :

Définition 8 Boule;
partie bornée de RY,
application bornée a valeurs dans IR?.

II Limite d’une suite

IL1 Généralités

— Notion de suite,
Définition 9 (a partir un certain rang) On dit qu'une propriété P(n) est vérifiée a partir un certain rang s'il
existe p € IN tel que Vi > p : P(n) est vrai.

— Limite d’une suite réelle dans R ; convergence d’une suite a valeurs dans RY ; cas particulier des suites
complexes.

Définition 10 étant donné un nombre réel 4, on dit que (1, ) admet a pour limite si
Ve>0,ANEN |Vn > N:|u,—al <¢ (I.1)

lorsqu’un tel nombre a existe, on dit que la suite (u,) est convergente, ou quelle admet une limite finie. On écrit

lim u, =a.
n—-+00

S'il n’existe aucun réel a vérifiant (II.1), on dit que la suite (1) est divergente.

Théoréme II.1 (unicité de la limite) Si une suite est convergente sa limite est unique.

/

. L e a a SN
Preuve: Par absurde, si a < a’ vérifient tous les deux li alors avec ¢ = , on aboutit & une contra-

diction .

Proposition 2 limu, = a < lim(u, —a) =0

Preuve: C’est la définition .

Exemple 5 Toute suite constante a partir d"un certain rang est convergente.

Uy, = —. limu, = 0.
n

_ ="
n
u, = n. (u,) n'est pas convergente.

uy = (—1)". () nest pas convergente.

dimu, =0

On peut étendre la notion de limite d’une suite a IR. On dit que
e limu, = 400 ou que (u,) diverge vers +oo si

VAeR,IN €N |Vn > N:u, > A.
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e limu, = —oco ou que (u,) diverge vers —oo si
VAeR,IN€N |Vn > N:u, < A.
Remarque 7 (unicité) Le résultat d’unicité de la limite se prolonge aussi au cas de limite dans RR.

Exemple 6 u, = n. (u,) converge vers +oo.
uy = \/n. (1) converge vers +oo.

Remarque 8 Une suite qui n’est pas convergente peut ne pas admettre de limite dans R
Exemple : u, = (—1)".

[1.2 Limite d’une suite a termes dans IR”

N
Définition 11 Soit £ € R?, et (z,,) € (IR”I) .Onditquelimz, = ¢ si:

Ve>0,aNeIN,Vn e N:n >N = ||z, — /|| < ¢

— La convergence d’une suite  valeurs dans R? équivaut & la convergence de chacune de ses composantes
(dans la base canonique de R?).

Remarque 9
1. L'unicité de la limite.
2. limz, = ¢ <= lim|z, — {| = 0.
3. limz, = 0 <= lim |z,| = 0.

4. Silimite z, = ¢ alors lim |z, | = |{].

Remarque 10 Toutes les propriétés démontrées sur les suites réelles ne faisant pas intervenir d’inégalités sont
encore valables pour les suites complexes (les démonstrations n’utilisent que 1'inégalité triangulaire). En parti-
culier, on a les théorémes généraux sur les sommes, produits, quotients, l'unicité de la limite, une suite conver-
gente est bornée. On ne dispose plus par contre du passage a la limite dans les inégalités, du théoreme de
la limite monotone, ni du théoreme des gendarmes. Le théoréme suivant permet de montrer qu'une suite de
complexes converge vers une limite.

Théoreéme I1.2 Soit (z,) une suite de complexes et a € C. Si (ay,) est une suite de réels vérifiant
o |z, —a| < ay & partir d'un certain rang,

ooy, — O,
n—--+o00

alorsz, — a.
n—-- 400

Théoréme I1.3 Soit z, = x, + iy, € CN et ¢ = 01 +it,, alors
limz, = ¢ <= (limx, = {; et limy, = {3)
Remarque 11 Ceci nous permet de se ramener a 1’étude de deux suites réelles au lieux d'une complexe.

Exemple 7
1. Suite géometriqueg € C, z;, = 4" :
e Si|g| < 1alorslimz, =0.
e Si|g| > 1alors lim |z,| = +o00. .
e Si|gl=1etqg#1,onposeq=¢Y —m1<0<7m,0+#0,onadonc g" = ¢"?

Exercice 5 Montrer que dans ce cas (") n’admet pas de limite.

Remarque 12 SiRe (z,) (ou Im (z,)) n’est pas convergente alors la suite (z, ) ne l’est pas aussi.
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24 (2 2 2
.y : n?+i(n*+1) n Con?2+1
Exemple 8 Considérons la suite z, = T :2n2+5n+1+12n2+5n+1'

Avec li " lim L]

vec lim ———— = - -

n—to02n2 +5n+1 notoo2n24+5n+1 2
Donc lim z —l—i-i1
T2 Y

Remarque 13 Les opérations sur les limites des suites convergentes sont les mémes que dans le cas des suites
réelles.

II.3 Propriétés des suites convergentes
Théoréme I1.4 Toute suite convergente est bornée.

Preuve: Avec ¢ = 1 dans la définition de la limite , il existe N tel que Vi > N : |u, —a| < 1. Donc (u,) est
majorée par max {ug; uy;...; un—1; |a| +1} -

Remarque 14 Silim u, = +oo alors (u,) n’est pas majorée. Par contre si (1, ) n’est pas majorée on ne peut pas
conclure que lim u;,, = +o0.

Théoréme IL.5 Silimu, =a > 0, alors u,, > 0 a partir d'un certain rang.
De méme si lim u;, = a < 0, alors u,;, < 0 a partir d’un certain rang.
Plus généralement, si (1) converge vers unréel ! € IR, alors pour tous réels x, y tels que x < I < y, il existe
unrang N € IN tel que
VneN:n>N=x<u, <uy.

Preuve:Sia>0,avec5:%,HNEIN\VnzNzunZa—%:§>0 .

Remarque 15 Silim u, = 0 on peut rien dire sur le signe de u;,.
(="

le:u, = ——.
Exemple : uy, ——

Exercice 6 Ecrire a I'aide des quantificateurs les propriétés suivantes :

1. (un) ne converge pas vers | € R.
2. (uyn) ne diverge pas vers +oo.

3. (un) diverge.

II.4 Opérations sur les suites convergentes

— Opérations algébriques sur les limites. Composition de limites.

Théoreme I1.6 Soient (u,) et (v,) convergentes telles que lim u, = a etlimv, = b.
(i) (un)+ (vn) est convergente et lim(u, + v,) = a +b.

(i) (un)(vn) est convergente et lim(u,v,) = ab.
(iii) Sien plusb # 0, alors Z—n est définie a.p.cretonalim Z—n = %.
n n

Preuve: utiliser la définition .

Théoréeme I1.7 Si (un) bornée et limv,, = 0, alors (unvn) converge vers 0.

£
Preuve: Si |u,| < A # 0 pour tout n. Pour ¢ > 0, il existe N tel que |v,| < A pour tout n > N. Et donc

Uuyvy| < e, pour toutn > N. cgfd .
P q

sinn + cosn

Exemple 9 u, = "
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Lien avec les limites de fonctions

— Limite d’une fonction a valeurs dans R? définie sur un intervalle I de R en un point a de R adhérent a
I; cas particulier des fonctions réelles ou complexes. Caractérisation séquentielle des limites.

Théoréme I1.8 Soit f : [ — R;a € [;1 € R. Soit (u,) une suite a termes dans I. Si lim u, = a et 9lclnl\; f(x) =1

alors lim f(u,) = 1.

Remarque 16 Ce théoréme est utile pour montrer qu’une fonction n’a pas de limite en 4. Il suffit pour cela d’ex-
hiber deux suites (u,) et (v,) qui convergent vers a mais telles que les suites (f(u,)) et (f(v,)) ne convergent
pas vers la méme limite.

Remarque 17 On utilise également ce théoreme dans 1" étude des suites récurrentes

Uny1 = f(un)

Si la suite (u,) converge vers une limite | € IR, et si la fonction f est continue au point /, alors la limite de la
suite récurrente est un point fixe de la fonction :

L= f()
Exemple 10 Montrez que la fonction définie par f(x) = sin(%) n’admet pas de limite lorsque x — 0.

Exercice 7 Soit une fonction f : R — IR périodique. Montrez que si lig_n (x) existe et est finie, alors la
X— 100

fonction f est constante.

Théoréeme I1.9 Soit une fonction f : I — IR et un point a € I. La fonction f est continue au point a si et
seulement si pour toute suite (x,) de points de I convergeant vers 4, la suite (f(x,)) converge vers f(a).

Cas de limites infinies

On résume les propriétés dans le tableau suivant.

limu, +oo | 00 | +00 | a >0 0

limo, a>0]| 4+o0 | —o0 | oo | £oo

lim(u, +vy) | oo | +oo | ? +oo | oo

lim (uy.vp) +oo | 400 | —o0 | *oo ?

lim too | 2 | 2 0 0
Un

Exemple11 1. Limite de suite géométrique
2. Limite de série géométrique
3. Limite de suite arithmétique
4. Limite de suite polyndmiale et rationnelle

II.5 Propriétés avec la relation d’ordre

Théoreme I1.10 Soient (u,) et (v,) convergentes telles que lim u, = a et limv, = b.
Siuy, < v, a partir d’un certain rang alors a < b.

Remarque 18 Méme si on a u, < v, on ne peut conclure que a < b.

1
Exemple : u;, = = etv, = o

Corollaire II.11 Soient une suite (1), un réel I. S'il existe une suite () telle que :

(i) lima, =0,
(i) |un — 1| < ay a partir d’un certain rang.

Alors (u,) converge vers .
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Preuve: Pour ¢ > 0, on considere N tel que |u, —I| < oy, < ¢ pour toutn > N .

Théoreme I1.12 On considere trois suites (uy), (v,) et (wy) telles que

(i) vn < uy < wy apartir d'un certain rang,

(i) Les deux suites (vy) et (wy,) sont convergentes et lim v, = lim w,,.
Alors la suite (u,) est convergente et lim u, = limv, = lim w,,.

De méme, si

(i) vy < uy a partir d'un certain rang,

(ii") lim v, = 4o0.
Alors lim u,; = +oo.

Preuve: Pour ¢ > 0, il existe Ntelque | — ¢ < v, <u, <w, <l+e¢ .

I1.6 Théorémes d’existence

- Condition de Cauchy, critére général de convergence de Cauchy.

Suites extraites

Définition 12 Etant donné deux suites (u,) et (v,). On dit que (v,) est une sous suite (ou suite extraite) de
(un), s'il existe une application ¢ : IN — IN strictement croissante telle que

VneN:v, = Up(n)-

Exemple 12 (1,,.1) et (upy,) sont extraites de (uy,).

Théoréme I1.13 Si (u,) est convergente de limite /, alors toute sous suite de (u,) est convergente de méme
limite I.

Remarque 19 La réciproque est fausse...
Exemple : u, = (—1)", up, = 1 donc (u,) convergente alors que (u,) diverge.

Remarque 20 Pour montrer qu’une suite diverge, on peut donner deux sous suites qui convergent vers deux
limites différentes. Par contre on a le résultat particulier suivant.

Théoreme I1.14 Si les deux suites extraites (up,) et (up,41) convergent vers la méme limite /, alors (u,) est
convergente et lim u, = .

Preuve: Pour ¢ > 0, il existe N tel que Vi > N : |up, — 1| < cet |up,11 —I| <,
DoncVn > 2N +1: |u, —I| < ¢ donclimu, =1 .

Cas de suites monotones
— Convergence des suites ou fonctions réelles monotones.
Définition 13 (u,) € RN est dite croissante (resp. strictement croissante) si
Vn € IN :uy < uyyq (resp. uy < Upy.
(1) est dite décroissante (resp. strictement décroissante) si
Vn € IN:uy > uyyq (resp. uy > Upiq.
Si (uy) est croissante ou décroissante, on dit qu’elle est monotonne.

Exemple 13 u, = n est strictement croissante.

est strictement décroissante.

Uy =

uy = (—1)" n’est ni croissante ni décroissante.

10
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Propriétés
1. La somme de deux suites croissantes (resp. décroissantes) est croissante (resp. décroissantes).

2. Si A > 0et (uy,) croissante alors A.(u,) est croissante.

3. Si (uy) croissante alors (—uy) est décroissante.
Théoréme I1.15
1. Si (uy) est croissante majorée, alors elle est convergente et on a

lim uy, = sup uy.
n

2. De méme si (u,) est décroissante minorée, alors elle est convergente et on a
Lim u,, = inf u,,.
n
3. Toute suite croissante et non majorée diverge vers +oo.
4. Toute suite décroissante et non minorée diverge vers —oo.

Preuve: Utiliser la caractérisation de la borne sup (resp inf) et la monotonie .

Exemple 14
11 1,1 111
1,1 1 , o 1
2. uy; =1+ 5 + 3 + ...+ o (un) n’est pas majorée. (ind : uy, — u, > E).

Suites adjacentes

— Suites réelles adjacentes ; principe des segments emboités.

Définition 14 Deux suites (a,,) et (by,) sont dites adjacentes si
(i) (an) et (by) sont monotones de sens contraire.
(i) La suite (a, — b,) converge vers 0.

Exemple 15

1 1
1. ap = ZIr(l=O a;bn :ﬂn+a.

2. Soient a, b tels que 0 < a < b. On définit (u,) et (v,) par

Uy =a,vg = b,
{ Unt1 = /UnUn, Up 41 = % (tn + 0n) -
(Montrer par récurrence que : 0 < uy < 41 < Uy < Uy).
Théoréme I1.16 Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite.
Preuve: On suppose (a,) /, (by) \, et (b, —a,) — 0. On montre que
Vn,p € N:a, <by,.
En effet, si on suppose par absurde qu'il existe (19, po) tel que a,, > by, alors puisque
Vn>mng,p>po € N:by <bpy <any < ap.

Donc
Vn > max(ng, po) € N : ay — by > ay, — by, >0
ce qui contredit le fait que lim(a, — b,) = 0.
On conclut donc que (a,) est majorée et (b,) est minorée, elles sont donc convergentes et ont la méme
limite. cqfd .

11
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Exemple 16
1. Dans l'exemple 1 ci-dessus lima,, = limb,, = e.

2. Dans l'exemple 2 ci-dessus lim u, = limv,, = p(a, b) appelé moyenne arithmético-géométrique de a et
b.

I1..1 Segments emboités

Définition 15 Une suite (I,) de segments de R est dite emboités si Vn : I, C L.
Remarque 21 Sion pose I, = [ay,b,], alors (a,) /et (by) "\, .

Théoréme I1.17 Si (I,) est une suite de segments emboités alors (| I, # 0.
nelN
En plus si la suite des longueurs (mes(I,,)) converge vers 0, alors () I, est un singleton.
nelN

Preuve: Si en pose I, = [a,, by] alors () I, = [a,b],otta =lima, etb = limb,
nelN

I1.6.2 Méthode de dichotomie

On suppose qu’il existe une solution unique « € [a, b] de I'équation f(x) = 0, et que f(x) < O sur [a, «[ et
f(x) > Osur |a, b].
La méthode de dichotomie consiste a construire les deux suites

uy = a,vp = b et pour tout n :
Uy + 0y

Ul T i fug) f <”” ;v”> <0,

Up41 = Un

Op41 = Un u o)
Uup+vy sif(un)f (m> > 0.

Al 2

Uy +0 Uy +0
si f(un)f <n—;"> = 0 alors la solution est %, et I’algorithme s’arréte (ie. les deux suites sont station-

naires a partir d'un certain rang).

Proposition 3 Les deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes. La limite commune des deux suites est la racine «
de l’équation f(x) = 0.
Uy — U

L Pour étudier la monotonie de (u,) et (v,), il suffit

Preuve: Ona u, 11 —u, = 0ouuyp1 —u, = 5

d’étudier le signe de (v, — uy) .

Onavy 1 — iy = 5 (v — uy), donc sgn(vy, — uy,) = sgn(b —a) > 0.

On conclut donc que (u,) et (v,) \ et Vn : u, < v,.En pluslasuite (v, — u,) est géométrique de raison
1 donc lim(u, —v,) = 0.

Donc (uy) et (v,) sont adjacentes. notons | = limu, = limv,. ona Vn : u, <1 < vy, si on suppose, par
absurde, que I < «, alors il existe n tel que u, <1 < v, < a, donc f(u,)f(v,) > 0 ce qui contrdit la définition
des deux suites .

Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme I1.18 De toute suite bornée de nombres réels, on peut extraire une sous suite qui converge.

Preuve: On note U = {u, | n € IN}, I'ensemble des valeurs de la suite. Et on pose a = infU, b = sup U.
onadoncVn:a <u, <b.
1¢" cas : U fini alors Jng tel que I = {n | u, = uy,} soit infini, on considere alors ¢ : IN — I strictement

croissante, la suite (u est stationnaire donc converge.

o(n)

12
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2°m€ cas : U infini, on construit alors deux suites (a,) et (b,) en posant

ap = a,byp = b et pour tout n :
_an+ by b
bt = = si {an, a”; ”} N U infini,
Ap+1 = an
buy1 = by b
a,+ b, sinon.Dans ce cas [a” + O , bn} N U infini.
Ap+1 = 2

On a alors Vn : [ay, b,] N U infini. Et les deux suites sont adjacentes, notons ! leur limite commune.
On construit enfin (i, ) par

®(0) =0,
Vn € IN": o(n) > @(n—1) tel que uy,y € NU

la suite (u4,(,)) converge vers . .

IIT Calculs asymptotiques

— Relations de comparaisons, notations de Landau. Développements limités.
— Sommation et intégration des relations de comparaison.

— Comparaison des suites usuelles.

— Exemples de calculs asymptotiques. Formule de Stirling.

III.1 Domination

Définition 16 On dit qu’une suite (1) est dominée par une suite (v,), s'il existe A > 0 tel que |u,| < Av,| &
partir d"un certain rang.
On onte alors u, = O(vy) (on lit u, égale grand o de vy,).

Remarque 22 Si (v,) ne s’annule pas, ona: u, = O(v,) <= (Z”) bornée.
n
Exemple 17
1. u, = O(1) signifie que (1) est bornée.
2. uy = O(Auy), pour tout A # 0.

u
3. Silim U—" existe alors u, = O(vy)
n

4. uy, =2n; v, =5n+ 1. uy = O(vy).

Propriétés
uy = O(vy) _
1. on = O(wy) = uy, = O(wy).
2 iy = O(uwy,) = Uy + vy = O(wy). et VA € R: Auy,, = O(wy)
. ,Un — O(wn) n n nj)- . n nj-
=0
3. ;Z _ OEZ:; = XnYn = O(unvy).
uy = O(vy) . _
4, limo, = 0 — limu, = 0.

Unt1 < Up41

Exercice 8 Siu,; > 0etv, > 0alors = u, = O(vy).

Un Un
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II1.2 Prépondérance

Définition 17 On dit que (u,) est négligeable devant (v,,) s'il existe une suite (e,) telle que
Uy = £,0, et lime, = 0.
On note alors u, = o(vy), on lit “petit 0”.

Remarque 23

1. Siv, # 0 a partir d’un certain rang, alors

Uy = o(vy) <= lim 2 = 0.
Un

2. Si (uy) et (v,) ne s'annulent pas (a partir d’un certain rang) alors
=)
Up=o0(vy) <= — =o| —|.

3. up = 0(vy) = uy = O(vy).

4. u, = o(1) signifie que limu, = 0.

Propriétés
1. Z: z 2;’:)) = Uy = o(wy). et Z: : OO((ULZZ,) = 1y = o(wy).
2. Z::Z((;)U:g = Uy + vy = o(wy). et VA € R : Auy, = o(wy,).
3. ;Z _ (é)(zl;n)) = XnYn = 0(Un0n)

Exemple 18

1 1 1 1
1. = =o0(—-]; =o(—]).
n? n) nlnn n

2. Suites de référence : n";n!;a’; n%; (lnn)ﬁ ,a>0,a 38R

(@) n!=o0(n").
(b) a* =o(n!).
(c) n* =o0(a")sia > 1. Exercice : Etudierle cas 0 < a < 1.

) (Inn)P =o(n*)sia>0etp >0.

n! .0 .0 1 .
Preuve: (a) On pose v, = —- et on étudie 241 Onalim 2L = " < 1,donc limv, = 0.
n

Un Un
(b) et (c) méme démao.

B A
(d)M: élmz — 0,car lim ln—xzo .
n% - + +

II1.3 Equivalence

Définition 18 Deux suites (u,,) et (v,) sont dites équivalentes s’il existe une suite (a,), telle que
Uy = A0y et liman - 1.
On note alors uy, ~ vy,.

Remarque 24

14
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1 1 . o
1. Silima, = 1 alors lim = letv, = —Un. L’équivalence est donc symétrique.
n n

2. Siv, # 0 a partir d’un certain rang alors

. Up
Uy ~ Uy <= lim — = 1.
Un

3. Siv, # 0 a partir d'un certain rang alors

1 1
Up ~ Uy = — ~ —.
Un On

4. Sia, — lalorse¢;, =a, —1 — 0, donc

Uy ~ Uy <= Uy — vy = 0(vy) < vy — Uy = 0(Uty).

Exemple 19
1. Silimu, =1 € Ralors u, ~ .
n+1 2
" 3n2+2  3n’
Propriétés

1. La relation ~ est une relation d’équivalence sur RN,

2. Si u, ~ v, alors u, et v, ont méme signe a partir d'un certain rang. De plus si limu, =1 € R, alors
lim Uy = l.

Xp ~ U
3. " "= XpYn ~ UyOy.
Yn ~ Up

Exercice 9

1. Si (uy) et (v,) sont & termes > 0, alors

Uy ~ Uy <= Uy ~ vy, pour tout o # 0.

2. e ~ e <= (u, —vy) — 0.

3. Si (uy) et (vy,) sont a termes > 0, alors

Uy ~ vy et limo, =1 € RN {1} < Inu, ~ Inov,.

III.4 Cas de suites complexes

On étend les définitions relatives de comparaisons aux suites complexes. Si (uy) (v,) € CN,
. .U L. P
e on dit que u, = O (vy) si — bornée; ie u, = b,v, avec (A,) bornée.
On

. .. Up .
e on dit que u, = o (v,) silim — = 0; ie u, = b, v, avec b, — 0.
Un

. ... Up .
e onditqueu, « v,silim— =1.ieu, =w,v, avecw, — 1.
n—+o0 On

Remarque 25 limz, = € R % (z,) € RN, exemple : z;, = (1 + %) +

15
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Etude de suites récurrentes

On étudie la suite

2
Avec f(x) = In(1+2x) et f'(x) = 2 ona |f'x)| < 2 Vx > 1,doncona
1+2x’ -3 7=
2
lupt1 — £ < g\un—ﬁ\

IA IA
N e N
WIN WI N
N——— N———
2 N
£ =
_ =
= |
o —_
| |
-~ ~

Ou / est 'unique solution de l’équation f(x) = x.
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