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Commentaires

Ce n’est qu'une premiere ébauche, revisitez le site vous troiverez surememnt des mises a jour !

I Structure vectorielle de IR”

I.1 Définitions — Exemples

Sur R" (n € IN¥), I'ensemble des n—uplet (x1,x»,...,x,) de réels, on définit les opérations suivantes :
> Addition. Pour tout (x1,x2,...,xn), (Y1, Y2,--.,yn) € R":

(X1, %2, -, %n) + (Y1, Y2, Yn) = (1 H Y1, X2+ Y2, Xn + Yn) -
> Multiplication par un réel. Pour tout (x1,xp,...,x,) € R" et pour tout A € R :
A(x1,x2,...,%n) = (Ax1, AXp, ..., AXxy) .

On notera Ok le n—uplet nul, i.e. Og» = (0,0,...,0) et si x = (x1,x,...,%,), on note —x le n—uplet
(—=x1, —x2,...,—x,) de sorte que x + (—x) = ORn.

Remarque I.1 Dans le cas n = 1 R! est évidemment IR. Alors que IR? (respectivement IR?) représentent avan-
tageusement les vecteurs du plan (respectivement de 1'espace) usuel.
Propriétés

Ces opérations vérifient les regles de calcul usuelles suivantes, et toutes les propriétés qui en découlent.

( i) L’addition est commutative, associative, admet Og» comme neutre et tout élément x est symétrisable de
symétrique —x.

(ii) Pour tout x = (x1,%x2,...,%n), ¥ = (Y1, Y2,---,yn) € R" et pour tout o, 3 € R :

a(Bx) = (af)x  (a+p)x=ax+ px
lx=x a(x+y) =ax+ay

On dit alors que IR" est un espace vectoriel sur IR et ses éléments sont appelés vecteurs.

(ili) Pour tout x = (x1,x,...,x,) € R" et pour tout @ € R :

ax =1(0,0,..,0) <= a=0 ou x =0pn.

Base canonique de IR"

Remarquons qu’avec les notations ci-dessus on a :
(xl,X2,. . .,xn) =x1C+xC +... 4+ x,Cy,

otton aposé pour tout j € [1,1] : Ci= (0,...,0, 1 ,0,..,0).

jéme terme

En plus pour tout Ay, Ay, ..., Ay € R:

n
zl A]C] = O]R" < V] S [[1,1’1]] : A] =0.
]:

On dit alors que (C1,Cy, ..., Cy) est une base de R" appelée la base canonique de IR".
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I.2 Combinaison linéaire

P
On appelle combinaison linéaire des vecteurs vy, vy, ..., v, de IR" tout vecteur v de la forme Z ajvj ol
j=1
a1, ..., &, sont des réels.

Définition L1 On dit que la famille (01,3, ...,0p) (p > 2) de vecteurs de R" est liée si 1'un des vecteurs v; est
combinaison linéaire des autres. Si non on dit que la famille est libre, et dans ce cas, pour tout A1, A2, ..., Ap €
R:

14
ZlA]'U]' = O]Rn — V] S [[1,P]] : A] =0.
]:

Remarque 1.2 Une famille formée d'un seul vecteur (v) est libre si et seulement si v 7# O .
Exemple I.1 La base canonique (Cq, Cy, ..., Cy) est une famille libre.

Proposition I.1 Toute sous-famille d’une famille libre est libre et toute sur-famille d"une famille liée est liée.

Preuve: La faire en exercice.

Théoreme .1 Si (uy, ..., un) et (v1, ..., vp) sont des familles d’éléments de R" telles vy, ..., v, s’expriment comme
combinaisons linéaires de (1, ..., ) et si p est strictement supérieur a m, alors la famille (vy, ..., vp) est liée.

Preuve: Grace a la proposition précédente, il suffit de montrer le théoréme pour p = m + 1, ce qu’on va
faire par récurrence sur m.
> Sim = 1, soient v1, v; combinaison linéaire de 11, i.e il existe A1, Ay € Rtels que v1 = Ajuq et v = Ayuy
donc
AgU] — )\102 = O]R" (1.1)

si Ay = Ay = O alors v; = v = 0, si non[L.I]est une combinaison nulle avec des coefficients non tous nuls.

> Supposons la propriété vraie pour m (m € IN*) et montrons la pour m + 1. Soient vy, ..., V41, V42 C.L
de uy, ..., up, 41, donc

Vie[l,m+2],3U; CLdesu; (1 <j<m)eta; € Rtelsquev; = U; + xjtly 11

Si pour touti € [1,m+ 2] a; = 0 alors vy, ..., vy, 41 sont C.L des vecteurs uq, ..., U, et donc d’apres ’hypo-
these de récurrence la famille (v1, ..., v;;41) est liée.

Sl existe i € [1,m + 2] a; # 0, quitte a réindexer la famille (v;)1<j<<;+2, On peut supposer que &, 2 # 0,
ce qui permet d’avoir

. Xj
Uyl = (Vmi2 — Upi2) etpourtouti € [1,m+ 1] :v; = U; + (Vmi2 — Ups2)
Xn+-2 X2
, . [24] [24] . .
par conséquent pour touti € [1,m + 1] : v; — Uy = U; — ——Uy42 ce qui veut dire que les vecteurs
N N Op+2 K42
U1 — ! Va2, wooy Uit — Lﬂvmﬂ s’écrivent comme C.L des vecteurs uj, ..., u;, et donc d’apres ’hypothese
K42 Xn+2

a . s .
Va2, ooy Ut — (XmH va) est liée. On déduit alors facilement que la

de récurrence la famille (vl —
m+2 m—+2

famille (v1, ..., Up41) est liée.

I.3 Sous espaces vectoriels
Définition 1.2 Soit E une partie non vide de IR”. On dit que E sous espace vectoriel (s.e.v) de R" si:
Vx,y € E,Va,3 € R:ax+ By € E.

Dans ce cas E vérifie les propriétés suivantes :

> Orr € EetVx € E: —x € E.

> Vx,yc E:x+y¢€kE.

> Toute combinaison linéaire d’éléments de E est un élément de E.
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Exemples

(1) Le singleton {OR~ } et R" tout entier sont des s.e.v de R" appelés s.e.v triviaux.

(2) DansR%, E = {(x,x) | x € R} et F = {(—x,x) | x € R} sont deux s.e.v.

(3) Dans R?, E = {(x,1) | x € R} n’est pa un s.e.v.

(4) Dans R3 I'ensemble E des vecteurs (x1, x9, x3) vérifiant x; + x, + x3 = 0 est un s.e.v.

(5) ans IR 'ensemble E des vecteurs (x1, X2, x3) vérifiant x1 + x, + x3 > 0 n’est pas un s.e.v.

Sous espace vectoriel engendré par une partie

Soit une famille (vl, Vo, ..., vp) de vecteurs de IR". L'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vec-
teurs vy, vy, ..., vp estuns.e.vde R" appelé s.e.v engendré par la famille (01, U, .., vp) ,on lenote vect (vl, V9, ., vp) .
ie.

4
vect (01,02, ...,0p) = { z Avj | (A1, Ap) € IRF’}.
=

Théoréme 1.2 vect (01, V2, ey ?Jp) est un s.e.v de R” et il le plus petit s.e.v contenant les vecteurs vy, vy, ..., Up.

Preuve: Ici plus petit; c’est au sens de l'inclusion. On pose E = {Z?:l Awj | (A1, Ap) € ]Rp} , puis on

montre que E est un sous espace vectoriel de R" qui contient les v; (1 < i < p) et que si F est un sous espace
vectoriel de R"” qui contient les v; (1 <i < p),alors E C F...

I.4 Notion de dimension

Définition 1.3 Soit E un s.e.v de R” (qui peut étre IR" lui méme) et soit (01, v, ..., vp) une famille de vecteurs
de E. On dit (v1, vy, ..., vp) est une famille génératrice de E si vect(vq, vy, ..., vp) = E. Sien plus (v1, 02, ..., vp)
est une famille libre, on dit qu’elle est une base de E.

Exemples
(1) Dans IR® I'ensemble E = {(x,2x,0) | x € R} est un s.e.v et la famille ((1,2,0)) (formée d"un seul vecteur
en est une base). Donner deux autres bases de E.

(2) Dans R® on considere le sous espace vectoriel E des vecteurs (x1,xp,x3) vérifiant x; + xp + x3 = 0.
((0,-1,1),(0,—1,1)) est une base de E.

Proposition 1.2 Soit E un s.e.v de R" (qui peut étre R" lui méme) et soit (vl, V2, ..., vp) une famille de vecteurs
de E. (v1,0y, ..., vp) est une base de E si et seulement si

p
Vx € E, 3 (A,...,Ap) eRP | x = Z Ajvj
j=1

les A;, 1 < j < psont appelés les coordonnées de x dans la base (01, U2, .., vp) .

Preuve: La faire en exercice.
Proposition 1.3 Soit (vl,vz, -, vp) une famille libre de vecteurs IR"”. Pour tout vecteur v € IR”, la famille
(01, V2, s Up, v) est liée si et seulement si v est combinaison linéaire des vecteurs vq, vy, ..., V).

Preuve: Dans un sens c’est évident, dans ’autre sens raisonner par absurde.

Théoreme 1.3 Tout sous espace vectoriel non nul de IR” admet une base.

Preuve: Soit E un s.e.v de R” non nul. On note C l'ensemble des familles libres de E et N 'ensemble des
nombres d’éléments des familles libres de E. Comme la base canonique de R" comporte 1 vecteurs et que tout
vecteur de E est C.L des vecteurs de la base canonique alors d’apres le Théoreme [I.1| tout entier p € N est
inférieur a n. N est donc une partie majoré de IN elle admet alors un plus grand élément p. Soit (v1, ..., vp)
une famille libre de E puisque p = max N, alors pour tout vecteur v € E, la famille (v1,...,vp, v) est liée. On
conclut grace a la Proposition (1.3
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Théoreme 1.4 Toutes les bases d'un sous espace vectoriel de R" comportent le méme nombre de vecteurs.
Ce nombre (entier) est appelé la dimension de E, on le note dim E.

Preuve: Utilise le Théoreme [L1l Si B et B’ sont deux bases de E alors tout vecteur de B’ est combinaison
linéaire des vecteurs de B donc si le nombre d’éléments de B’ est supérieur au nombre des éléments de B alors
on aboutit a une contradiction grace au Théoréme

Remarque 1.3 Par convention la dimension du s.e.v nul est nulle, dim {Og»} = 0.

Exemples

(1) dim R" = n. La base canonique comporte n vecteurs.

(2) Dans IR® I'ensemble E = {(x,2x,0) | x € R} est un s.e.v et la famille ((1,2,0)) est une base. Donc

dimE = 1.
(3) Dans R?, E = {(xl,xz, x3) € R3 | X1+ x4+ x3 = O}. ((0,—-1,1),(0,—1,1)) est une base de E, donc
dimE = 2.

Théoreme 1.5 Soient E un s.e.v de R" de dimension p alors et 7 = (vy, ..., vy ) une famille de vecteurs de E.

(i) Si F estlibre alors m < p.

(ii) Si F est génératrice alors m > p.

Preuve: la faire en exercice.
Remarque 1.4 Le théoreme permet d’affirmer que tout s.e.v de IR" est de dimension < n.

Théoréme 1.6 Soient E un s.e.v de IR" de dimension p alors et F = (v, ..., vp) une famille de p vecteurs de E.
Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) F est une base (ii) F est libre (iii) F est génératrice

Preuve: On montre les trois implications (i)=-(ii)==>(iii)==(i).

(i)==(ii). C’est par définition d"une base.

(ii)==(iii). On suppose que F est libre, alors pour tout v € E la famille (vy,...,vp,v) comportant p + 1
vecteurs de E est liée (d’apres le Théoréme [L.5). Par conséquent, d’apres la Proposition [L3] , v est C.L des
vecteurs vy, ..., p. Donc la famille (vl, ey vp) est génératrice dans E.

(iii)==-(i). En fait c’est (iii)==-(ii), on suppose que F est génératrice, si on suppose par absurde qu’elle est
liée alors 1'un des v; (disons v, ) est C.L des autres (disons vy, ...,vp—1 ) ce qui permet de dire que la famille
(v1,...,vp—1) de p — 1 vecteurs est génératrice, ce qui contredit le Théoréme

Rang d’une famille de vecteurs

On appelle rang de la famille 7 = (vy,...,v,) de vecteurs de E, la dimension de vect (v, vy, ...,v,) . On
note rang((v1, ..., vp) ). On a donc

rang((v1,...,vp)) = dimvect (v1, ..., vp) .

Remarque L5 rang((vy,...,vp)) < petrang((v1,...,vp)) = psietseulementsi (v1, ..., vp) libre. Etrang((v1, ..., vp)) <
n.
Propriétés

(i) Sion ajoute al'un des vecteurs v; une combinaison linéaire des autres vecteurs le rang ne change pas.

(ii) Si on multiplie I'un des vecteurs v; par un scalaire non nul le rang ne change pas.



B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda Introduction a la géométrie vectorielle

p—1
En effet: (i) Supposons pour simplifier que I’on ajoute a v, une C.L Z Axvk. D’abord en remarquant que
k=1

p—1 p—1
tous les vecteurs de la famille (vl, e Up F z Akvk> sontdans vect (v1, ..., vp) , donc vect <01, e Up F z Akvk> C
k=1 k=1

p—1
vect (vl, ey vp) . D’autre part pour montrer I"autre inclusion il suffit de montrer que v, € vect | v1,...,vp + z AUk
k=1
p—1 p-1
ce qui est vérifié grace a I'égalité v, = — Z Aok + [ vp + Z Ak | -
k=1 k=1

(ii) Supposons pour simplifier que I'on remplace v, par Avy, il faut montrer que vect (v1, ..., vp) = vect (v1, ..., Av,),
ce qui est évident du fait que A # 0.

I.5 Sous espaces affines

Définition 1.4 Une partie non vide X de IR" est appelée sous espace affine de R", s'il existent 4 € R" et un
sous espace vectoriel V de R" tels que :

X=a+V={a+vtelquev eV}

X est alors appelé sous espace affine passant par a et de direction V. La dimension de V est aussi appelée
dimension de X" et une base de V est appelée systeme de vecteurs directeurs de X.

Si dim(X) = 1, on dit que X est une droite affine.

Si dim(X) = 2, on dit que X est une plan affine.

Remarquel.6 SiX =a+ Valorsa € XetVbe X : X =b+ V.
Les éléments d'un sous espace affine sont appelés points. C’est pourquoi on utilise parfois les notations

ii, 7, .. pour le point de vue “vecteurs” ou A, B, .. pour le point de vue “point”.

—
Remarque 1.7 Si A + 1 = B, ca.d il = B— A onnote il = AB. Et cette nouvelle notation vérifie les propriétés
suivantes: .

e AB = Osietseulementsi A = B. 0 désigne le vecteur nul.

— — — — —
e Relation de Chasle: VA, B,C € X : AB+ BC = AC. En particulier BA = —AB.

Exemple 1.2 Tout s.e.v de R" est un sous espace affine égal a sa direction.

Exemple 1.3 Un singleton {a} C IR" est un s.e.a de direction {6}

Sous espaces affines paralleles
Soient X', ) deux s.e.a de R" de directions respectives V et W. On dit que X est parallele (au sens large) a
YsiV=W(VCW).

Remarque 1.8 Si X = a + V alors tous les s.e.ab+ V (b € R") sont paralleles a X'

Repére cartésien

Soit X un s.e.a de IR" de direction V. Un repere cartésien de X" est un couple R = (O, (Ei)lgigp)/ ou O est
un point de X’ et (€;)1<;<p une base de V.
Donc pour tout point M € &, il existe (x;)1<i<p € Runique tel que :

—

——
OM = Xi€;.

M=

1

L'application M +—— (x;)1<i<p est une bijection de A dans IR?. Le p-uplet (x;)1<;<, est appelé systeme de
coordonnées du point M dans le repere R.
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Remarque 1.9 Dans le repére R = (O, (¢j)1<i<p), le point O a pour coordonnées le p-uplet nul. On dit que O
est I'origine du repeére.

Exemple I.4 Danslecas X = R",lerepere R = (O = (0,0, ...,0); ((€;)1<i<n) 0t (€;)1<i<y estla base canonique
est appelé le repere canonique de R".
Paramétrage d’un sous-espace affine

On suppose R" muni du repere canonique R = (O,C = (€;)1<i<y). et on se donne un s.ea X de R",
passant par A(ay, ..., a,) et de direction vect(iiy, ..., if). Pour tout point M(xy, ..., x,) ona:

X1 =am +hoy+Hhap+ .y
Xy =ax+tiap o + ..+ fpany
Me X < 3(ty,...tp) €ERF: .
Xn = an + o1 + o+ .+ tpdnp
n
ot pour tout j € [1,p] : ii; = (a1, 01, jreees ocn,j) = Y «; i€, le systéme ci-dessus est appelé un paramétrage
i=1
dus.ea X.

Exemples
Paramétrage d’une droite dans le plan La droite passant par A(xp, yo) et de direction if(e, ) # 0 :

{ X = xg+ta

,te R
y=1yo+1tp

Paramétrage d’une droite dans I’espace La droite passant par A(xo, yo, zo) et de direction i(«, 3,7) # 0 :

X = X9+t
y=yo+tp ,teR
z=2z9+ty

Paramétrage d’un plan de I’espace  Le plan passant par A(xo, yo, 2o) et de direction (ii(«, 8,v), @' (o, B',7"))
famille libre :
x = xg + ta+ s’

y=yo+tB+sB ,(ts) e R
z=2z0+ty+sy

Remarque .10 En éliminant le(s) parametre(s) t (et s) dans 1’équation d’une droite du plan (resp d’un plan de
l’espace), on obtient une relation vérifiée par les cordonnées x, y (z) qu’on appelle équation cartésienne.
Par exemple dans le cas de droite dans le plan, on a

Bx —ay = Bxo — ayo

est une équation de la forme ax + by + ¢ = 0 avec (a,b) # 0.

II Matrices et systémes linéaires

II.1 Définitions — Exemples

Définition I1.1 On appelle systeme de n équations linéaires a p inconnues (p,n € IN*) a coefficients réels un
ensemble d’équations de la forme :

a11x1 +a1pxp + -+ ai,pXp = by
a,1x1 +az2x2 + - + a2 pXp = by
, (IL1)

Ap1X1 + AppXo + -+ dnpXp = by
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qu’on écrit aussi

=

ai,]'X]'Ibi, = 1,...,n (H.Z)
1

)

oules réels ay 1, a1, ... ,ay,1 ... An,p sont appelés les coefficients du systeme et les réls by, by, ..., by sont appelés
les seconds membres du systeme; le n-uplet b = (by,by, ..., b,) est le second membre du systeme. Enfin x,
X2, ..., Xp sont les inconnues, que I'on cherche dans R; x = (x1, X2, .., xp) est le p-uplet inconnu.

Si le second membre est nul on dit que le systeme est homogene, le systeme linéaire obtenu lorsqu’on
remplace dans (IL.1) le n-uplet b par le n-uplet nul

ai,1x1 + a1,2xy 4+ 4 a1,pXp = 0
a1x1 + az2xy 4+ 4 aypXp = 0

(IL.3)
Ap1X1 + AppXy + -+ appxy =0
s’appelle le systeme homogene associé a (II.1).
Les matrices

ain, a12 ... allp a1, a12 ... allp b]

a1 4az2 ... Clz,p , a1 4az2 ... azlp b2
A= . . . et A'= . . . (I1.4)

ap1 Gp2 oo Anp ap1 Gp2 - Anp by

sont appelées respectivement matrice et matrice augmentée du systeme (II.1). La matrice A est aussi notée
(aij) 1<i<n elle est dite de taille 7 x p (1 lignes et p colonnes).
1<j<p

Définition I1.2 On dit qu'un systeme est compatible s’il admet des solutions.

Remarque II.1 Un systeme homogeéne est toujours compatible puisqu’il admet le p-uplet nul comme solution.

Exemples
x—y =0 : ,
1 xty = 0 admet comme unique solution le couple nul (0, 0).

x+y—z =0 S . 2x =0 . .
(2 { Y—y+z =0 s’écrit aussi { y =z admet comme ensemble solution {(0,y,y) | y € R} =

vect{(0,1,1)}.

Théoréme II.1 L'ensemble des solutions d'un systeme homogene (IL.3) est un sous-espace vectoriel de IR” et
I’ensemble des solutions d’un systéme non homogene (II.1) est soit vide soit un sous-espace affine de IR? de
direction le sous-espace vectoriel des solutions du systeme homogene associé a (II.1).

Preuve: On note E( I'ensemble des solutions de 1’équation (IL.3). (0,0, ...,0) est visiblement un élément de
Ey. Et on vérifie facilement la stabilité par combinaison linéaire.

Dans le cas ol I'ensemble E des solutions du systeme non homogene est non vide. En prenant une
solution a du systéme (IL.1), on montre que pour tout x € R” :

xe€E<x—-ack

ce qui permet de conclure que E = a + E.
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Exemples
X — 1
(1) ¥+y—-z =0 s’écrit aussi 2x =1 équivaut aussi a % admet comme
x—y+z =1 z =1l-x+y z =-+y
2

ensemble solution

{(;,y,;—i—y) |y€]R} = {(;0;) +v(0,1,1) | ye]R} = (;()D +vect{(0,1,1)}

droite affine de IR® de direction la droite vectorielle R (0,1,1) .

x+y—z = 0 2x =0
(2)  x—y+z =1 ¢g'écritaussi ¢ 2y —2z = —1 quiestincompatible.
y—z =2 y—z =2

systémes linéaires équivalents

Deux systemes linéaires sont équivalents s’ils ont le méme ensemble de solutions.

Remarque I1.2 Si on multiplie les lignes d'un systémes linéaires par des scalaires non nuls, on obtient un
systéme équivalent.

Ecriture vectorielle
Si on pose C; = (a1}, a2, ..., ayj) pour j = 1 a p les p vecteurs colonnes du systéme, ce dernier s’écrit :
x1C1 +x2C2 + ... + x,Cp = b d’inconnues x1, ..., xp

oub = (by,...,by) € R" le second membre. Une solution du systeme est la famille des coordonnées du vecteur
b par rapport a la famille (Cy, ..., Cp). La compatibilité du systeme se traduit par :

Proposition IL1 Le systeme (II.1) est compatible si et seulement si b € vect(Cy, ..., Cp).

II.2 Ecriture matricielle d'un systéme linéaire
Somme de matrices

Soient A = (ajj) 1<i<n et B = (bjj)1<i<n la matrice A + Best A = (a;; + bjj) 1<i<n -
1<j<p 1<j<p 1<j<p

1 04Y (421)_ (525
2 1 3 3 00/, \513)°
L’addition vérifie les propriétés usuelles de commutativité et d’associativité et la matrice nulle ( tous les
coefficients sont nuls) est neutre.

Exemple :

Produit matricielle

Soient A = (ajj) 1<i<n et B = (bij) 1<i<p la matrice AB est la matrice C = (c;j;) 1<i<n donnée par
1<j<p 1<j<m 1<j<m

p
V(l, ]) € [[1,1’1]] X ﬂ:l, m]] 1Cij = Z aikbk]-.
k=1
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Schématiquement :

aiy .- ﬂl,]' ce allp
a1 .- aj ce azrp
an1 .- Ap,j - n,p
a1 M2 atp
Do : p
a1 @iy .. dip cij =Y aibyj
. . . k=1
an1l an2 -+ Anp
Exemple :
10 4 21\ (4 21
2 1 3 00) \\11 4 2 )°
La multiplication des matrices est associative et la matrice identité
1 0 ... 0
0 . .o ,
I, = de taillen x n
N
0 ... 0 1

exemples 12:<(1) (1)),13:

O O =
O = O
= O O

vérifie
Pour toute matrice A de taillen x p : Al, = [,A = A.

Par contre le produit matriciel n’est pas commutatif

(288 8)-(3 1) me (32)(2 ) (¢

Avec le produit matriciel le systeme linéaire (I 1)) s"écrit :

o)

AX =D (IL.5)
x1 by
avec A = (g j)lgign la matrice du systeme, X = l'inconnue et b = : le second membre.
1<j<p
Xp b,

II.3 Systéme linéaire échelonné

Le systéme linéaire est dit échelonné s’il existe un entier r (1 < r < min(p, n)), et une suite d’entiers(ji, j2, ..., jr)
tellequel < j; <jp, <---<j <p:

ajj; #Opourl <i<r puisai/j:0pour1 <i<retl<j<j—laveci=2sij;=1
c’est-a-dire que les a; j, sont les premiers coefficients non nuls des r premieres lignes, et
a;,; = 0 pour r+1<i<netl1<j<p

c’est-a-dire que toutes les lignes apres les r premieres sont nulles.
Les coefficients a; j, (1 <i < r) sont appellés pivots et on remarque qu’il n’y a qu'un pivot par ligne et par

colonne.
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La matrice associée au systeme est donc de la forme

0 Lalljl al/p
’ |~a2/]2 azlp
arj, arp (IL6)
0 0
et le systeme s’écrit :
a1, %), + T apXp by
2,j,%,+ +oapxy =b
Larj,xj,+ T apxp =0y (IL.7)
0 =Dbri1
0 =Dy

Remarque I1.3 Cela signifie que la suite des indices des colonnes des premiers coefficients non nul de chaque

ligne est strictement croissante.

L’entier r s’appelle le rang du systéeme échelonné (I.7) (ou de la matrice (II.6) du systeme).
Les inconnues x;,, Xj,, ..., Xj, sont les inconnues principales et les autres inconnues sont dites secondaires.

Exemples de matrices échelonnées

Les matrices

2
0100 1250 0
000 1 ; 0 01 0 et 0
0 00O
0
sont échelonnées, les systémes linéaires homogenes associés sont
X2 =0
X4 = 0
dont I’ensembles des solutions est vect {(1,0,0,0);(0,0,1,0)},
X1 +2xp +5x3 =0
X3 =0
0 =0
qui s’écrit aussi
X1 +5x3 = —2xp
X3 =0
0 =0

dont I’ensembles des solutions est vect{(—2,1,0,0);(—2,1,0,1)}, et
+7x7 +9x5
+X5
+4X5
X5

2X1
3X3
5X4

10

7 00 9
03 0 1
005 4
000 1
(IL8)
(IL9)
=0
- (11.10)
=0
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qui s’écrit aussi

2x1 +9x5 = —7x;
3x3 +x5 =0
5x4 +4x5 =0
X5 =

dont 'ensembles des solutions est vect {(—7/2,1,0,0,0)}.
Par contre les matrices

2700 9
0100_(1)3?8t00000
0200'0040e00054

00001

ne sont pas échelonées.

Résolution d'un systeme échelonné

On suppose que le systéme est compatible, ce qui suppose que le systeme est de la forme :

Lal,]'l le U e + ul/PxP = bl
|~a2,],2x].2 P P + aZ,PxP = b2
Lan,jn xjn e + an/pxp = bn

il y a probablement plus d’inconnues que d’équations.

En faisant passer les inconnues secondaires dans le second membre et en les considérant comme des pa-
rametres (on a donc p — n parametres), on peut résoudre le systéme en commengant par calculer x;, dans la
derniére équation et en remontant pour calculer les autres inconnues principales en fonction des inconnues
secondaires.

Exemple

On considere le systeme échelonné suivant :

2x1 +7xp +9X5 =1
3x3 +x5 =0
Bxy Adxs — (IL.11)
X5 = 1
qui s’écrit aussi
x 8 7x
1 =5 5%
2
N 1
3 =73
3
x 7é
! 5
X5 = 1

dont l’ensembles des solutions est (—8/2, —1/3, —4/5,1) + vect {(—7/2,1,0,0,0)} la droite affine passant par
/2

7
1
A(—8/2,—-1/3,—4/5,1) et de vecteur directeur i 0
0
0

Théoréme I1.2 On considére un systeme échelonné a p inconuues de rang r (IL7).
(i) Sir = nle systeme linéaire est compatible.

(ii) Sir < n le systéme est compatible si et seulement si les n — r derniers seconds membres sont nuls. Et
dans le cas de systeme compatible 'ensemble des solutions du systéme

11
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> homogene est un sous espace vectoriel de IR” de dimension p — 7,
> non homogene est un sous espace affine de R” de dimension p — r.

Preuve: Sir = n alors n < p, et le systéme est compatible d’apres la méthode de résolution.

Dans le cas ot ¥ < n alors pour que le systeme soit compatible il faut que b,,1 = ... = b, = 0 et dans
cas on obtient un systéme échelonné dont le nombre d’équations est égale au rang en éliminant les dérniere
lignes nulles. Ce qui rameéne 1'étude au cas précédent.

Dans le cas d'un systeme compatible I’ensemble des solutions du systéme homogene est défini parles p —r
inconnues secondaires ce qui permet de voir (intuitivement ) qu’il est de dimension p — r.

Une démonstration rigoureuse du théoreme sera donnée en seconde période.

1.4 Méthode d’élimination de Gauss

A partir d'un systeme linéaire quelconque la méthode de Gauss permet d’obtenir un systéme échelonné
(donc qu’on sait résoudre) qui est équivalent au premier.

On consideére donc un systéeme quelconque auquel on associe la matrice A (supposée non nulle ) et la
matrice augmentée A’ (I1.4).

Définition I1.3 On appelle opération élémentaire sur (IL.1) (ou sur les lignes de sa matrice A’) une des opéra-
tions suivantes :

(1) Permuter deux lignes, (codage L; «— L;).
(ii) Multiplier une ligne par un scalaire non nul, (codage L; «+— AL;).

n
(iii) Ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes, (codage L; «— L; + Z AiLj).
=1
j#i
Théoréeme I1.3 Toute opération élémentaire sur un systéme linéaire (II.1) le transforme en un systéme linéaire
équivalent.

Preuve: Les cas des opérations élémentaires (i) et (ii) sont évidents. Le cas de 1'opération (iii) mérite une
petite explication qui peut étre faite dans le cas particulier de I'opération L; «— L; + AL;j avec A # 0, et en
remarquant qu’elle peut étre décomposée en les deux opérations L; «— AL; et L; «— L; + L, il suffit donc de
traiter le cas de 'opération L; «— L; + L;. Il faut justifier que si on ajoute a une ligne d'un systéme une autre
ligne du méme systéme on obtient un systéme équivalent.

Pour résoudre le systeme linéaire (IL.I), la méthode de Gauss consiste a effectuer sur la matrice

a1 a1z .- ﬂl,p b1

, a1 a2 ... ﬂ2’p b2
A= . . R (IL12)

ap1 Ap2 .- Anp by

des opérations élémentaires dans un ordre bien déterminé de fagon a la transformer en une matrice échelonnée.
Puis résoudre le systeme échelonné correspondant.

Remarque II.4 11 y a en général plusieurs choix d’opérations élémentaires qui permettent de transformer un
systeéme linéaire en systeme échelonné équivalent. Ces différents choix conduisent a des systemes d’inconnues
principales différents. On va décrire la méthode de Gauss dans sa forme la plus simple.

Description de la méthode de Gauss

> Sur la premiere colonne j; non nulle de la matrice on effectue si nécessaire une permutation de lignes
pour avoir le coefficient (1, j; ) non nul.

. N . aij . N . N N
Pouri=2aun, faire L; «— L; — L, ce qui ramene la matrice du systéme a la forme
a1y

/

L, oo
O >x
: (A2)
0 %

12
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si la matrice A, est nulle c’est terminé ( la matrice obtenue est échelonnée), si non elle est de taille (1 —
1) x ”p — 1” et on continue les mémes opérations avec A,.

> Sur la premiére colonne j, non nulle de la matrice A; on effectue si nécessaire une permutation de lignes
pour avoir le coefficient (2, j) non nul.

Pour i = 3a n, faire L; «— L; — —2 L,, ce qui raméne la matrice du systéme a la forme
a2j2
|ay k... % %
L )
0 LaZ,]’z cee k%
0
: . (A3) .
0 0 *

si la matrice A3 est nulle c’est terminé ( la matrice obtenue est échelonnée), si non elle est de taille (n —
2) x ”p —2” et on continue les mémes opérations avec Aj;.

> On aboutit donc au bout d"un certain nombre r d’étapes similaires a une matrice de la forme

/ .
Lallh / * *
0 L“z,jz * *
0
/ .
: : nlr
0 0 e .. X

o1 ¥ < n qui est associée a un systéme échelonné équivalent au systeme (IL.1). L'entier r est alors appelé
le rang du systéme.
Ainsi la méthode de Gauss permet d’énnoncer le théoréme suivant.

Théoréme I1.4 Il existe une suite finie d’opérations élémentaires qui transforme le systeme linéaire (II.1) en un
systéme échelonné.

Comme pour les systemes échelonnés, on a le résultat suivant sur la dimension du s.e.v des solutions d'un
systéeme homogene :

Théoréme I1.5 (Théoréme du rang) L'ensemble des solutions d"un systeme d’équations linéaires homogeénes
a p inconnues de rang r est un sous-espace vectoriel de IR” de dimension p — r.

Définition I1.4 On appelle systeme d’équations cartésiennes d'un sous-espace affine £ de IR” de dimension
p — r tout systéme linéaire de rang r dont I'ensemble des solutions est £.
Exemples

Droite dansle plan: ax+by+c=0 (a,b) # (0,0).
Plan dans I'espace de dimension3: ax+by+cz+d=0 (a,b,c) #(0,0,0).

ax+by+cz+d=0

dx+ by +cz+d =0 ((a,b,c),(a',V,c")) libre.

Droite dans I’espace de dimension 3 : {

Remarque II.5 On peut obtenir ces équations cartésiennes a partir d'un systéme d’équations paramétriques
en éliminant les parametres, ce qui permet d’avoir ces relations entre les coordonnées indépendemment des
parametres.

Remarque I1.6 Le travail inverse est aussi possible : en résolvant le systeme linéaire (ou seulement équation)
par la méthode de Gauss, les inconnues secondaires joueront le roles des parametres.

13
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I.5 Rang d’une matrice

Soit A = (a;j)1<i<n une matrice de taille n x p, on appelle vecteurs colonnes de les p vecteurs de IR" :
1<j<p

611]'
{12]'
Lln]'
et on appelle vecteurs lignes de A les n vecteurs de IR? :
LiZ( ap  4ap ... Llip ) 1<i<n.

Définition I1.5 On appelle rang d'une matrice le rang de ses vecteurs lignes.

Exemples

(1) La matrice nulle est de rang 0.
(2) La matrice I, est de rang n car ses vecteurs lignes sont ceux de la base canonique de R".

(38) La matrice J, de taille n x p définie par

—_—N— A
1 (0)
(0)
]r = (O) 1
(n—r)xr (n—r)x(p—r)
— —

est de rang r car ses r vecteurs lignes non nulles sont extraits de la base canonique de IR”.
En général, on a la proposition :

Proposition I1.2 Le rang d’une matrice échelonnée de taille #n x p de la forme

Lalzjl P PP al,p
Laz,]z ... .. aZ,p
(0) o larj, - anp

ouayj,, az,j,, -, ay,j, sont non nuls est I'entier r.

.
Preuve: Partant d'une C.L nulle z AjLj = Ogp, on obtient progressivement Ay = 0 puis A =0 ...
=1

Proposition II.3 Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice ne modifient pas son rang.

Preuve: La méme que pour les systeéme. Ici il suffit de vérifier qu'apres chaque opération élémentatire sur
les lignes le s.e.v engendré par les vecteurs lignes ne change pas. Seul le cas de I'opération du type (iii) (L; «—
L; 4 Lj) mérite une preuve. Notons Ey = vect (Ly, .., Li, .., Lj, .., Ly) et Ey = vect (Ly,..,L; 4+ Lj, .., Lj, .., Ly) et
montrons que E; = Ej, pour cela on remarque qu’il suffit de montrer que L; € E; ce qui vient de l'égalité
L;= (Li + L]) - Lj.

Proposition I1.4 Le rang d'un systéme d’équations linéaires homogenes est égal au rang de sa matrice.

14
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Calcul de rang d’une matrice

Comme pour les systémes linéaires, on effectue sur les lignes de la matrice une suite d’opérations élémen-
taires pour la ramener a une forme échelonnée.

Exemple
1 0 2 -1
A= 2 14 -1 ;on asu ivement :
= 3 -1 3 _qp [|;onasuccessivement:
4 0 2 2
Ly «— Ly, —2I,4 0 2 -
1 0 1
L3%L3—3L1 ;
Ly« Ly — 41,4 -1 =3 2
0 —6 6

Ly+— L3+ 1L,

Ly« Ly—2L3

O OO R OOO R OO

OO, O O OO
N
|
—_

Donc le rang(A) = 3.

Remarque I1.7 La démarche précédente permetde déduire une relation de dépendance entre les quatres vec-
teurs lignes. En remontant les opérations on déduit que

0 = Ly—2Ly=(Ly—4L1) —2(Ls+ Ly)
— (Lg—4L1) —2((Ls — 3Ly) + (Lo — 2L1))
= 6Ly —2L, —2L3+ L4.

Elle permet aussi d’extraire une famille libre maximale : dans ce cas c’est (L1, Ly, L3)

Calcul du rang d’un systéme de vecteurs (X, ..., X,) de R"
On calcule celui de la matrice dont les vecteurs lignes sont les X; 1 < j < p. Soit par exemple

X, =(0,1,2,2,1), X, = (1,2,3,0,1), X, = (0,2,3,4,1),

01 2 21
on forme la matrice A = 1 2 3 01 et on a successivement :
0 2 3 4 1
1 2 3 01
01 2 21 |;
la—1h 023 41
1 2 3 0 1
01 2 2 1
Ly — L3 =2 00 -1 0 -1

Donc rang(Xj, Xp, X3) = 3.

Remarque II.8 L'algorithme de Gauss permet de compléter une famille libre en une base de IR”. Ici p = 51l
faut donc 2 vecteurs pour avoir une base de R. Pour compléter la famille (X3, Xp, X3), on utilise les vecteurs
de la base canonique, donc si on pose Xy = (0,0,0,1,0) et X5 = (0,0,0,0,1) ( ce qui correspond aux deux
inconnues secondaires dans le systéme linéaire homogene associé a A) on a (X3, Xp, X3, X4, X5) libre. En effet
il suffit de remarquer qu’ils n’auront subit aucune transformation s’ils sont placés comme L4 et L5 dans A.

15
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IL.6

Matrices inversibles

Définition I1.6 On dit qu’une matrice carrée A est inversible s’il existe une matrice carrée B telle que AB = I,
Dans ce cas on a aussi BA = I, et on note A~! la matrice B qu’on appelle la matrice inverse de A.

Remarque IL.9 Dans ce cas A~ est aussi inversible et (A™1) oA

Exemples

M
2

®)

La matrice I, est inversible et I, L=1,.

A= ( 12 > . Pour calculer I'inverse de A on cherche B = (

a
3 4 c

) telle que

_ a+2c b+2d \ (1 0
AB=1cad <3a+4c 3b+4d>_<0 1)

ce qui se ramene a la résolution du systéme

QU s

a+2c=1
3a+4c=0
b+2d=1
3b+4d =0
-2 1 -2 1
qui donne est inversible et B = ( 3 1 ) donc A est inversible et A~ = ( 3 1 ) .
2 2 2 2

Remarque I1.10 La méthode utilisée ci-dessus n’est pas la seule (heureusement!), on verra deux autres
méthodes plus intéressantes.

Matrices diagonales : On appelle matrice diagonale toute matrice carré dont tous les coefficients non
diagonaux sont nuls donc de la forme

A (0)

o A

une telle matrice est inversible si et seulement si ses éléments diagonaux A; (1 < i < n) sont tous non
nuls. et dans ce cas

M O (0)
o A Y
An

Cette propriétés découle rapidement du produit de deux matrices diagonales :

M (0) H (0) A1ty (0)

O ANC T ©  Aup

Proposition IL.5 Si A et B sont des matrices de taille n x n inversibles alors AB est aussi inversible et

(AB) ' =B71Aa"L.

En effet: ABB~1A™! = ALLA"1 = AA" =1, .

16
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Systéme linéaire de Cramer
Définition I1.7 On dit qu'un systeme linéaire de taille n x n est de Cramer si sa matrice est inversible.
X1 by

Proposition I1.6 Si A est carrée inversible de taille n x n alors pour tout X = : eth =

Xn by,
AX=b<+<=X=A""p
donc tout systeme associé a A admet une unique solution qui peut étre calculée en inversant la matrice A.

Remarque II.11 On utilise I'équivalence précédente pour calculer I'inverse d'une matrice en résolvant le sys-
téme avec un second membre variable.
Exemple

1
3 4

{ X1 +2x =bh

Pour calculer I'inverse de la matrice A = ( ) , on résoud le systeme

3X1 +4x2 = bz

par la méthode de Gauss, on a:

Y+ =b donc T 52171 +bb2
—2x; = —3b1+Dby X, = Ebl — ?2

X -2 1 b -2 1

donc( 1): 3 1 ( l),doncA_lz 3 1 1.
X2 - ——= b2 — i
2 2 2 2

Proposition II.7 Si A est carrée de taille n x n alors inversible si et seulement si rang(A) = n.

En effet: Le s.e.v des solutions du systéme homogene est nulle donc de dimesion 0 = n — n car le vecteur
nul de IR” est la seule solution. Ce qui veut dire que le rang du systéme associé a A est égale n. Donc rang(A) =
n.

Réciproquement si rang(A) = n alors le rang de tout systéme associé a A est n et par conséquent d’apres la
méthode de Gauss il admet au moins une solution (car le rang est égal au nombre de lignes du systéme donc
le systeme échelonné obtenu par la méthode de Gauss est compatible). Donc pour tout j € [1,1] le systeme
AX=Cj(ouCjestle 7™ vecteur de la base canonique de R") admet une solution X j» donc si on considere la
matrice B dont les vecteurs colonnes sont les X; (1 < j < 1) onaura AB = I.

Proposition I1.8 Si A est carrée de taille n x n (respectivement p X p) inversible alors pour toute matrice M de
taille n x p : rang(AM) = rang(M) (respectivement rang(MA) = rang(M).

En effet: D'une part si A est de taille n x n, les deux systéemes homogenes (AM) X = 0 et MX = 0 sont
équivalents et ont donc méme rang. D’autre part si A est de taille p x p, Les lignes L (1 < i < 1) de la matrice
MA sont obtenues en effectuant les produit des lignes L; (1 <i < n) de M par A :

pourtouti,1 <i<n:L; =LA

donc pour tout (A1, Ay, ..., Ay) € R", ona:

n n
SALL=(0 -~ 0) < SALA=(0 --- 0)
i=1 i=1
n
= S ALAAT'=(0 .- 0)A7!
i=1
l?l
— ZAiLi:(O O)

i=1

ce qui permet de dire que rang (L1, Ly, ..., L,) = rang (L}, L}, ..., L},) .

17
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Inversion d’une matrice carrée : algorithme de Gauss-Jordan

L’algorithme de Gauss-Jordan utilise les opérations élémentaires sur les lignes d"une matrice pour calculer
son inverse. Partant d'une matrice carrée

a1 412 - A1n

u a PEEErY u
A — 2,1 2,2 2,1

Ap1 An2 - Oun

de rang n donc inversible, 'algorithme propose la résolution , par la méthode d’élimination de Gauss, du
systéeme

a1,1x1+  a12xX2+ - a1 pXn = Y1
az1x1+  axpXp+ - Fa2 Xy = Y2
ap1X1+ appXo+ -+ FaApnXn = Yn

ot1 le second membre est variable.
Pour cela on remarque que ce systéme s’écrit aussi

X1 n
X2 Y2
AX =LY ouX = . et Y = .
Xn Yn

qu’on essai de ramener a la forme
X=BY ou B=A""

et ceci a I'aide d’opérations élémentaires qu’on effectue en parallele sur les deux matrices A et I,,.
» On dispose donc les deux matrices A et I, comme une matrice de taille (n x 2n) :

ain a1z - a1,n 1 0 0
a1 @423 - A2n | 0 1
: . .0
anl 4n2 * un | Q0 ... 0 1
A I,

» On utilise I'algorithme de Gauss pour la ramener a la forme :

1oay, - a4y, big bip 0 b

o 1 . : byi brp o by,
) o, L )

0 0 1 bn 1 0 bn,n

Remarque I1.12 Sion ne connait pas le rang de la matrice et on tente de I'inverser, la méthode de Gauss permet
en méme temps de vérifier si son rang est égal a n ou non, si c’est le cas on continue si non on saura que la
matrice n’est pas inversible.

» On continue toujours avec les lignes en remontant pour ramener le premier bloc de la matrice précé-
dente a la matrice I, :

>> Pour j=na2etpouri =1aj—1,effectue les opérations :

Li — Li —IZ;J-L]'

18
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ce qui transforme les deux blocs précédents a la forme :

1 0 0 b:1,1 b:Lz bjl,n
0 1 b1 by b5,
0 /: /Z /Z
0 0 1 bn,l bn,2 bn,n
Iy Al
Exemple
1 2
(1)A:(3 4),onpose
1 210
c=(33l0 1)
on a successivement :
1 2 1 0
Lz — L2—3L12<0 _2’_3 1),
1 2 1 0
fz — _L2'<0 1 ’3/2 —1/2)'
1 0| -2 1
It — L1_2L2'<0 1 ‘3/2 —1/2)’
-2 1
-1 _
donc A _<3/2 _1/2>.
1 2 1
2 A= 3 4 -1 |,onpose
-1 2 0
1 2 1 1 0 0
C= 3 4 -1 10 10
-1 2 0 0 0 1
on a successivement :
Ly «— Ly — 3L, 1 2 1|1 00
0 2 —4|-310 |;
Ly «— L3+ 1L, 0 4 1 |1 01
1 2 1 1 0 0
o —2 —4|-310|;
Ls—1Ls+2la "\ g o _7|_5 2 1
1 2 1 1 0 0
! -1, {0 -2 4} -3 1 0 ;
3 b 0 0 1 |5/7 —=2/7 —1)7
Ly« Ly+4Ls 1 2 0| 2/7 0 1/7
o =2 0| -1/7 -1/7 —4/7 |;
Ly «— Ly — Ls 0 0 1| 5/7 —2/7 —1)7
1 20 2/7 0 1/7
~1. :{ 0 1 0]|1/14 1/14 2/7 |;
Loe— =L \og o0 1|57 —2/7 -1/7
100 1/7 1/7 =3/7
o1 0 |1/14 1/14 2/7 |;
Ly =16 =25 00 1]|5/7 —2/7 -1/7
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17 1/7 =3)7
doncA™l'= | 1/14 1/14 2/7
5/7 =2/7 —1/7

Opération élémentaires et produit matriciel

On a pu remarquer que l'algorithme de Gauss Jordan permet de ramener par des opérations élémentaires
la matrice I, & une matrice inversible plus complexe A~! qui vérifie A~'A = I, (I, étant obtenue a partir de
A). Plus précisemment, on a :

Théoréme I1.6 Soit A une matrice de taille n x p.
(i) Toute opération élémentaire sur les lignes de A correspond a la multiplication de A a gauche par la
matrice (inversible) obtenue en faisant subir a I, la méme opération.
(ii) Toute opération élémentaire sur les colonnes de A correspond a la multiplication de A a droite par la
matrice (inversible) obtenue en faisant subir a I, la méme opération.

Preuve: La faire en exercice.

I1.7 Transposée d'une matrice
Définition IL8 Soit A = (a;;)1<i<, une matrice a coefficients réels de taille n x p, on appelle transposée de A
1<j<p

la matrice de taille p x 1 notée ‘A = (b;j)1<i<) définie par
1<j<n

V(i j) € [Lpl x [1,n] : bij = aji.

SiAz(

Exemple :

Q1 N

QN
W N =
o U1 W

3 b
6 > alors ‘A =
Remarque I1.13 Il est clair que

‘('A) = A.

Proposition IL9 Soient A = (a;j)1<j<n et B = (bjj) 1<i<p, alors
1</<p 1<j<m

'(AB) = ('B) ('4).
Preuve: La faire en exercice
Proposition IL.10 Si A est une matrice de taille 7 x 1 inversible alors ‘A est aussi inversible et
(fa) ' = (a).
Théoréme I1.7 une matrice et sa transposée ont méme rang.

Preuve: Il faut montrer que le rang des vecteurs lignes est égal au rang des vecteurs colonnes. On note
Ly, ..., Ly les vecteurs lignes et Cy, ..., Cp les vecteurs colonnes et on montre que toute opération élémentaire

sur les colonnes ne change pas le rang des vecteurs lignes. Pour s’en sortir rapidement on peut utiliser le
Théoreme [L.6]et la Proposition [[L.8|

IIT Déterminants d’ordre 2 ou 3

III.1 Définitions — Exemples

— Déterminant d’une famille de vecteurs dans la base canonique en dimension 2 ou 3;
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orientation canonique de IR? ou IR®

base directe, indirecte.

I11.2 Déterminant d’une matrice

; multiplicativité du déterminant.

II11.3 Formules de Cramer

pour des systemes de 2 ou 3 équations.
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