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Fonctions d’une variable réelle (22 heures)
1. Convergence dans R

e Fonction continue, continue a gauche / a droite en un point ; fonction continue sur un intervalle ;
fonction continue par morceaux sur un segment.

e C-algebre C(I) des fonctions continues a valeurs complexes définies sur un intervalle I de R.

e La convergence d'une fonction a valeurs dans IR? équivaut a la convergence de chacune de ses
composantes (dans la base canonique de IRY).

e Convergence des fonctions réelles monotones.
o Condition de Cauchy; critere général de convergence de Cauchy.

e Comparaison des fonctions usuelles.

2. Propriétés globales des fonctions continues

e Théoréme des valeurs intermédiaires.
o Caractérisation des homéomorphismes d’un intervalle sur un intervalle.

e Toute fonction a valeurs dans IR? définie et continue sur un segment est bornée ; si de plus elle est a
valeurs réelles (d = 1), elle atteint sa borne inférieure et sa borne supérieure.

3. Fonctions dérivables

e Dérivabilité en un point, dérivabilité a droite, & gauche. Combinaison linéaire, produit, quotient,
composée de fonctions dérivables en un point.

e Fonctions dérivables, de classe C! sur un intervalle. Fonctions n fois dérivables, de classe C", de
classe C*°.

e Dérivabilité et dérivées des fonctions usuelles.

e Théoreme de Rolle, formule des accroissements finis pour une fonction a valeurs réelles. Inégalité
des accroissements finis. Théoréme de prolongement de la dérivée. Inégalité de Taylor-Lagrange.

o Caractérisation des fonctions constantes, monotones. Caractérisation des difféomorphismes d’intervalles.

e Fonctions a valeurs réelles convexes de classe C? ; inégalité de convexité ; inégalités de Cauchy-
Schwarz, de Young, inégalité arithmético-géométrique.

e Résolution numérique d"une équation par la méthode de Newton, convergence quadratique.

4. Calculs asymptotiques

o Relations de comparaisons, notations de Landau. Développements limités.
e Formule de Taylor-Young.
e Sommation et intégration des relations de comparaison.

e Exemples de calculs asymptotiques.

Les fonctions considérées dans la suite sont définies sur une partie de IR généralement intervalle ou unions
finie d’intevalles a valeur dans R? (d € IN*). Ainsi une fonction f : R — RY est donnée par ses d composantes
(f1, ..., f4) dans la base canonique de IR, de sorte que

Vx e R: f(x) = (fr(x), - fa(x)):
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I Limites et continuité

I.1 Définitions — Exemples

Soient f : D — RR?, g adhérenta D et £ € R?.

Définition 1 On dit que f tend vers ¢ lorsque x tend vers a, ou que lim f(x) = £silim || f(x) — £|| = 0, ie:
X—a X—a

(1) Sia e R,
Ve>0,3n >0 telque Vx € D, [x —a| <n=||f(x) = {|| < e.
(2) Sia = +oo,
Ve>0,dJAER telque Vx € D,x > A = || f(x) — {|| < e.
(3) Sia = —oo,

Ve>0,dJA € R telque Vx € D,x < A= |f(x) —{| <e.

Remarque 1 Dans les définitions ci-dessus le réel ¢ peut étre pris aussi petit que 1'on veut, ainsi une condition
du type ¢ < 10710 est sans "danger".

Exemples

ey
(2

Définition 2 Soit f : D — RY, a € D. On dit que f est continue en a € D si lim f(x) = f(a).

X—a

Limite a droite et limite a gauche en un point

Il arrive que certaines fonctions ne soient définies que d’un seul c6té par rapport a un point 2 ou qu’elles
changent de comportement en passant d’un coté a 'autre du point a, dans ce cas on définit les notions de
limite et continuité a gauche et a droite.

Définition 3 Soit f : D — RR? et a un point adhérent a D. On dit que f admet une limite £ a droite (respec-
tivement a gauche) de a si la restriction de f a DN Ja, + 00| (respectivement a DN |—o0, a[) admet ¢ pour limite

en a. On écrit lil+n f(x) = £ (respectivement a lim f(x) = ¢).
a a—

Définition 4 Soit f : D — R eta € D. On dit que f est continue a droite (respectivement a gauche) de a si
lianf(x) = f(a) (respectivement a lim f(x) = f(a)).
a a~

Proposition 1 Soit f : D — RR? et a € D. f est continue en a si et seulement si f est continue a droite et a
gauche en a.

Preuve: Il suffit d’utiliser les définitions des limites. .

Théoreme L.1 Soit f : D — RY et a un point adhérent a D. Si f admet une limite en a alors cette limite est
unique.

Remarque 2 Les propriétés les méme que dans le cas des fonctions numériques. En particulier la somme, le
produit et le quotient de fonctions continues en un point a est continu. et on a donc aussi le résultat sur la
composition des limites, qui est aussi valable pour la composée d’une suite et une fonction.

Théoréme 1.2 Soient f : D — D' C Retg: D' — R, etsoienta, b € R U {+o00; —oco} tels que lignf =Dbet

liin g = L alorslim g o f = {. En particulier la composée de fonctions continues est continue.
a



B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda Fonctions vectorielles

Théoréme 1.3 Condition de Cauchy, critére général de convergence de Cauchy. La condition de Cauchy en b
pour une fonction f : [a, b[— R?, avec b €]a, +o0], a savoir

Ve > 0,3c € [a,b]| Vx,x' € [a,b[: x,x" > c = |f(x) — f(x')]| <e

est nécessaire et suffisante pour que la limite lin}) f(x) existe.
X—

Le résultat suivant ramene I’étude d’une limite de fonction a valeur dans IR? a ’étude des limites de fonc-
tions réelles:

Théoréme .4 La convergence d’une fonction a valeurs dans IR? équivaut a la convergence de chacune de ses
composantes (dans la base canonique de ]Rd).

Exemples
ey
(2

Théoréme L5 Soit f : D — RY et a un point adhérent a D. Si lim f(x) = I (I € R?) alors f est bornée au

X—a
voisinage de a.

Théoréme 1.6 Convergence des fonctions réelles monotones. Dans le cas de fonctions réelles (de R dans IR),
on a:

1.2 Propriétés globales des fonctions continues

Définition 5 Soit f : I — IR?, on dit que f est continue sur I si elle I'est en tout point de I (si I n’est pas

ouvert, la continuuité sur I comprend la E—continuité aux extrémités), ce qui équivaut a la continuité de ces
composantes.
On note C(I,IR?) ou C°(I,IR?) I'ensemble des fonctions continues de I dans R¥.

Proposition 2 Si f est continue alors || f||est aussi continue.

Proposition 3 L'ensemble C(I,IR? ) des fonctions continues sur I a valeur dans IR? est stable pour les lois
usuelles.
Remarques

(1) Si f est continue sur [a, b] et [b, c] alors f est continue sur [a, c] .

(2) Si f est continue sur I et | C I alors f est continue sur J.

Théoreme 1.7 Théoréme des valeurs intermédiaires : si f : [a,b] — R est une fonction continue et si y est un
réel compris entre f(a) et f(b), il existe x dans [a, b] tel que f(x) = y. Il en résulte que I'image d’un intervalle
I de R par une fonction continue réelle définie sur I est un intervalle.

Preuve: On suppose f(a) < t < f(b) eta < b. Onnote A I'ensemble
A={xelab]| f(x) <t}

et on montre que ¢ = sup A répond a la question, ie: f(c) = t.
En effet si (x,) € AN telle que lim x, = ¢, alors lim f(x,) = f(c), et comme f(x,) < t pour tout n alors
n n

iGESal
Inversement, ¢ < b car f(b) > tetVx € Jc,b[ : f(x) > t donc lgnf(x) > talors[ f(c) >t ], ce qui acheve

la preuve .



B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda Fonctions vectorielles

Théoréme 1.8 Pour qu'une application f : I — | d’un intervalle I dans un intervalle | soit un homéomor-
phisme de I sur J, il faut et il suffit que 'une des conditions équivalentes suivantes soit satisfaite :

e la fonction f est strictement monotone et surjective,
e la fonction f est continue et bijective.

Preuve: On suppose f strictement croissante. f~!(]) est un inervalle et f~! strictement croissante, pour
montrer que f~! est continue on montre en général le lemme suivant.

Lemme I.1 Si g : | — R est croissante telle que g(J) est un intervalle, alors g est continue.

Soit t € |, on sait que lim g(x) = sup g(x) et li£n g(x) = iI;ftg(x) existe et on a
t x<t t x

limg(x) < g(t) < lim g(x)
t= t
Si par absurde on suppose que lim g(x) < g(t), alors il existe z tels que lim g(x) < z < g(#).
= t=
Et d’apres le TVI, il existe r < t tel que g(r) = z > lim g(x) = sup g(x), ce qui absurde.Ce qui démontre le
t= x<t

lemme et par suite le théoréme .

Théoréme 1.9 On montre que l'image d’un chemin fini f : [a,b] — RR? est bornée; si de plus f est a valeurs
réelles (d = 1), f([a, b]) est un segment.

Preuve: en appliquant le principe de la borne supérieure ou celui des segments emboités. Soit f = sup f(x)
xel
dans R, il existe une suite (f(x,)) d’éléments de f ([a,b]) qui converge vers 3. La suite (x,) étant bornée donc
d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass il existe une sous suite (z,,) de (x,) qui converge vers un certain
c € [a,b], et comme f est continue (f(z,)) converge vers f(c) = f = lim f(x,).
n

De méme pour o = ingf(x). Donc f ([a,b]) = [«, B], cqfd
xe

II Fonctions dérivables

Vu en grande partie, On précisera juste la définition de la dérivabilité pour

les fonctions a valeur dans R¥. et les démo des théorémes généraux:
Pour la multiplication on a la formule de Leibniz suivante:

Théoréme I1.1 (Formule de Leibniz) Si f, g € D"(I,R) alors fg € D"(I,IR) et on a:
(fg) = i Chrp)gln=p),
p=0

Preuve: Par récurence sur . Elle en tout point semblable a cette la formule du binome de Newton dans un
anneau.

II.1 Théoréme généraux

Théoréeme I1.2 Pour qu'une fonction f : I — IR définie sur un intervalle I induise un difféomorphisme de I
sur l'intervalle f(I), il faut et il suffit que f soit de classe C! et que f’ ne s’annule pas.

Théoréme I1.3 Théoreme de Rolle,

Théoréeme I1.4 Formule des accroissements finis pour une fonction a valeurs réelles.
Théoréme I1.5 Inégalité des accroissements finis.

Théoréme I1.6 Théoreme de prolongement de la dérivée.

Théoréme I1.7 Inégalité de Taylor-Lagrange.

Théoréme I1.8 Caractérisation des fonctions constantes, monotones.
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I1.2 Fonctions a valeurs réelles convexes

Fonctions a valeurs réelles convexes de classe C? ; inégalité de convexité ; inégalités de Cauchy-Schwarz, de
Young, inégalité arithmético-géométrique.
III Fonctions convexes

III.1 Définitions - Exemples

Définition 6 f : I — IR (I intervalle non vide et non réduit a un point). On dit que convexe sur I si V(x1, x2) €

?,vAe[0,1]:
fAx+ (1 =A)y) <Af(x) + (1 =) f(y)-
On dit que concave sur I si V(x1,x;) € I2,VA € [0,1] :

fAx+ (1 =A)y) = Af(x) + (1= A)f ().

Interprétation graphique

Fonction convexe. La courbe est au dessus de la corde

Définition 7 L'épigraphe de f est la partie du plan située au dessus de la courbe.

epi(f) = {(xy) e Ix R|y > f(x)}

On a alors I'équivalence: f convexe (resp concave) si et seulement si epi( f) est convexe (resp concave).

Exemple 1

1. Les fonctions affines sont a la fois convexes et concaves.
2. Les fonctions x — |x|; x — x? et x — ¢* sont convexes sur R

3. Les fonctions x — /x; x — In x sont concaves sur IR.

Propriétés
P III.1 La somme de fonctions convexes (resp concave) est convexe (resp concave).

PIIL2 Sik > 0 (resp k < 0) et f convexe alors k.f est convexe (resp concave).

n
PIIL3 Si f est convexe alors V(x1,x, ..., x,) € I",VA1, A2, ..., Ay € [0,1] telque ¥ A;=1ona
k=1

f (i Aixi> < iAif(xi)-

Preuve: par récurrence sur 7.
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n
Remarque 3 Si f est concave alors V(x1, X2, ..., Xn) € I",VA1,Ap, ..., Ay € [0,1] telque T A;=1ona
k=1

f (i Ai%‘) >
S i

Définition 8 (Fonction strictement convexe) On dit que f est strictement convexe si V(x1,x;) € I2,VA €
10,1 :

Aif (xi)-

M=

fAx+ (1 =A)y) <Af(x)+ (1 =A)f ().

II1.2 Caractérisation des fonctions convexes

Théoréme II1.1 (Lemme des trois pentes) Soit f : I — IR. f est convexe sur [ si et seulement si

f) —f(x) _ f(z) = f(x) _ f2) = fly)

y—x zZ—x z—y

Vx<y<zel:

Fonction convexe. Lemme des trois pentes.

Théoreme II1.2 f convexe si et seulement si pour tout a € I, la fonction

©Qa I\{a} — R
) f

est croissante.

Preuve: On démontre I'équivalence...

IIL.3 Convexités et dérivabilité
Théoreme I11.3 Soit f : I — IR dérivable sur I (I intervalle) alors on a
1. f convexe sur I si et seulement si f’ est croissante sur I.
2. f concave sur I si et seulement si f est décroissante sur I.
Théoreme III.4 Soit f : | — R deux fois dérivable sur I alors on a
1. f convexe sur I si et seulement si f”/ > Osur I.

2. f concave sur I si et seulement si f < 0 sur I.

Définition 9 (point d’inflexion) Un point o1 la fonction change de concavité est dit point d’inflexion de la
courbe de f.

Remarque 4 Si f est deux fois dérivable, un point d’inflexion est un point ot la dérivée seconde f” s’annule
en changeant de signe.
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Exemple 2 f(x) = x3. et f(x) = x*.
Théoréme II1.5 Soit f : | — IR convexe et dérivable sur I (I intervalle) alors on a
Vxg € LVx el: f(x) > f(xo) + f'(x0)(x — x0).

Remarque 5 Le théoreme précédent exprime le fait que le graphe d’une fonction convexe est situé au dessus
de ses tangentes.

Lien avec I’optimisation

On veut résoudre le probléme suivant:

{ Trouver xy € I tel que

f(xo) = min f(x).
xel
e Si f est dérivable un tel point ,s’il existe est un point critique, i.e:
f(x0) =0
e Sien plus f est convexe alors tout point critique est solution du probleme initial.

En effet: f’ étant croissante donc si elle s’annule en x alors elle est < 0 a gauche de x( et > 0 a droite de
xp, donc elle présente un minimum en xj.

e Sienplus f est strictement convexe alors le point critique ci-dessus est unique, et donc le probleme initial
admet une solution unique.

III.4 Inégalités de convexité

On obtient des inégalités intéressantes, dites (inégalités de convexité ) de la facon suivante:

1. On se donne une fonction f.
2. On vérifie qu’elle est convexe (ou concave) sur I en calculant f”.

3. On ecrit I'inégalité de convexité (éventuellement généralisée).

Exemple 3 Avec la fonction x — Inx sur IRY, on obtient

1
Exemple 4 Avec la fonction x — po sur IR* , on obtient

1 1
V(x1, o xn) € (RL)" 2 (21 + oo + x) ( +..+ > > n?.
X1 Xn

Inégalité de Young

1 1
Vu,v € R, Vp,q € RY telsque;%—a =1,ona:

uvéuf—i-—
P4
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Inégalité de Holder

De l'inégalité de Young, on déduit I'inégalité suivante dite de Holder.

1 1
n n P n q
V(21 s Xn), (Y1, Yn) € (RY)" 5 iy < <z xf) (Z x?) )
= ‘ i

III.5 Méthode de Newton
IV Calculs asymptotiques

IV.1 Relations de comparaison

Soient f;g: 1 — Reta e I.

Domination

Définition 10 On dit que f est dominée par g au voisinage de a s'il existe un réel A et un voisinage V, de a tels
que

Vx e Vo |f(x)] <Alg(x)]
On note alors f = O(g) (x — a) ou f(x) = O(g(x)) (x — a). Si g ne s’annule pas, on a:

f=0() (x —a) = £ est bornée sur un voisinage de a.

Exemple 5
1. f=0(f) (x — a); f = O(uf) (x — a) pour tout u # 0.

2. f=0(1) (x — a) signifie que f est bornée au voisinage de a.

3. VX2 +x+1=0(x) (x — +00).
Propriétés
PIV1 Sif =0(g) (x — a) etg= O(h) (x — a) alors f = O(h) (x — a).
PIV2 Sifi =0(g) (x — a) et f, = O(g) (x — a) alors f1 + fo = O(g) (x — a).

Remarque 6 [f; = O(g1) (x — a) et fo = O(82) (x — @)] # [fi + f2 = O(g1 + 82) (x — a)].
Exemple: Au voisinage de +oo : f(x) = x> +x = O(x?) et g(x) = —x* = O(—x?) mais f(x) + g(x) = x #
0(0).

PIV.3 Sifi =0(g1) (x — a) et f = O(g2) (x — a) alors f1f, = O(g182) (x — a).

Prépondérance

Définition 11 On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a s'il existe une fonction ¢(x) définie dans
un voisinage V; de a telle que

Vx eV, f(x) =e(x)g(x) et lime(x) = 0.

X—a
Ou de manieére équivalente sia € IR:
Ve>0,3ax > 0telqueVx € Ja —a,a+a[N1:|f(x)] <elg(x)].

On note alors f = 0(g) (x — a) ou f(x) = 0(g(x)) (x — a). Si g ne s’annule pas, on a:

f(x)

f:o(g)(x%a)(:)@xjao.
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Exemple 6 x = o(x?) (x — +00); % = 0(%) (x — 0); x2 = o(x) (x — 0).

f =0(1) (x — a) exprime le fait que f(x) — 0.

Exemple 7 Fonctions usuelles:

Va € R, Vr>1:x%=o(r").

x — +00 Va < B e€R:x* = o(xP).

Vo > 0:Inx = o(x%).

Va>0:Inx :0(;7>'

x—0 Va < B eR:xP =o(x%).

Vo, 3 >0:x% =0 [(lnx)ﬁ}.

Propriétés
PIV4 Sif =o0(g) (x — a) etg =o0(h) (x — a) alors f = o(h) (x — a).
PIV.5 Sifi =0(g) (x — a) et f, =0(g) (x — a) alors f1 + fo = 0(g) (x — a).

Remarque 7 [f; = 0(81) (x — a) et o = 0(82) (x — )] % [fi + f = 0(g1 + g2) (x — a)].
Exemple: Au voisinage de +oo : f(x) = x2 +x = o(x%) et g(x) = —x% = o(—x%) mais f(x) + g(x) = x # 0(0).

PIV.6 Sifi =0(g1) (x — a) et f, =0(g2) (x — a) alors f1f» = 0(g182) (x — a).

Equivalence

Définition 12 On dit que f et g sont équivalentes au voisinage de a si

f=g=0(8) (x —a).

On note alors f ., 8o0u f(x) ey g(x) (x — a), ou de maniere équivalente il existe une fonction ¢ définie
sur un voisinage V, de a telle que
Vx e Vy: f(x) = o(x)g(x)

Si g ne s’annule pas, on a:

Exemple 8

. x?
1. sinx ~ x;tanx ~ x;1—cosx ~ —.
x—0 x—0 x—0 2

2.¢-1 ~ xIn(1+x) ~Ox;[(1+x)"‘—1] ~ ax.

x—0 x—> x—0

3.Sia, #0: a9+ mx—+...+apx™ ~ apx™.

X—+00

4. En général si

Alors au voisinage de 4, on a:

o sinf(x) ~ f(x).
o tanf(x) ~ f(x).
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2
1—cosf(x)x~ f) .

—a 2
o of(¥) 1 o f(x).
o In(1+ f(x)) _~_f(2)

[+ f())*=1] ~ af(x).

Propriétés
PIV.7 Larelation ~ estune relation d’équivalence sur F (I, R).
X a

—

PIV.8 Sifx~ag(x—>u)etgx—>a€alorsfx—>a€.
P1IV.9 S1fx:>a€ # Oalorsfx:[Z L.

: h 81
PIVI0 Sifi ~ gietfy ~ galorsfify ~ gigret [Nl

Remarque 8 {ﬁ A et f Ny gz} Sid [fl + f2 M (81 +82)} :

Exemple: Au voisinage de +oo : f(x) = x2 +x ~ x? et g(x) = —x? ~ —x2 mais f(x) + g(x) =
e X—1+00 X—1+00
x = (0).

x—+00

PIV.11 Soitx € R. Si f ., 8 sont positives alors f* o g%

—0a

Théoreme IV.1 Si f ~ g alors il existe un voisinage de a sur lequel f et ¢ ont méme signe.
X—a

IV.2 Formule de Taylor-Young. Développements limités
IV.3 Intégration des relations de comparaison.

IV4 Exemples de calculs asymptotiques. Formule de Stirling.

10
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