Fonctions complexes d’une variable réelle
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I Généralités
I.1 Définitions-Exemples

On suppose que les fonctions qui interviennent ici sont définies sur un domaine D qui soit un intervalle de
R (éventuellement privé d’un nombre fini de points) a valeur dans IR ou C. Si f est définie sur une partie de
R, on écrit f : R — IR ou f : R — C et on appelle domaine de définition de f 1’ensemble

Dy = {x € R| f(x) existe}

Définition I.1 Si f : R — IR, on appelle graphe de f 'ensemble des points M du plan de coordonnées
(x, f(x)) dans un repere donné.

Sif:D—C,x+— f(x) =Re(f(x))+iIm(f(x)). Les fonctions : x — Re(f(x)) et x — Im(f(x)) qui
sont définies sur D a valeur dans IR sont respectivement appelées partie réelle et partie imaginaire de f.
On définit aussi le module de f, c’est a dire la fonction

22— 7)) = (RelF )P + Im(F)P) 7,
et aussi la fonction conjuguée de f par, f : x — f(x) = Re(f(x)) —iIm(f(x)).

Définition 1.2 Une fonction f : D — C est dite bornée si la fonction | f| est une fonction bornée. ie :

IMeR:Vxel,|f(x) <M.

Exemples

=10,1[U]1, +o0].

(2 f:R — C;x— exp(ix) = cosx +isinx.
(3) Valeur absolue

o i >0
La valeur absolue d'un réel x est le réel positif |x| = max (—x,x) = { _xx zi i <0 -

(4) Partie entiere
La partie entiere d'un réel x est I'unique entier noté E(x) tel que :

E(x) <x < E(x)+1.

Exercice 1.1 Montrer que :

1. ¥(x,y) € R? E(x) +E(y) E(x+y) <E(x)+E(y) +1.
2. Vx € R,0 < E(2x) — 2E(x) < 1.
x) <

3. Vx € IR, —2 < 3E(2x) — 2E(3
) des applications (fonctions) de D dans C des opérations suivantes :
C)?, on définit 'application (f + g) € F(D,C) par:

VxeD:(f+g)(x) = fx) +g(x)
— Multiplication de deux fonctions : si (f, g) € F(D,C)?, on définit I'application (f x g) € F(D,C) par:

VxeD: (fxg)(x) = f(x) x g(x)

Remarque I.1 Il est évident que les regles de calcul dans C s’étendent aux opérations sur les fonctions.

2E
On munit I’ensemble F (D, C
- Addition :si (f,g) € f(D

En plus des opérations ci-dessus, on munit I’ensemble 7 (D, R) de la relation d’ordre définie par :
- Onditque f < gsurDsiVx € D: f(x) < g(x).
Et on dira que f est majorée (resp minorée) sur D s'il existe @ € R tel que

VxeD: f(x) <a (resp Vx € D:a < f(x).
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I.2 Fonctions monotones

Soit f : R — IR, on dit que
— f est croissante sur un intervalle I si

pour toutx,ydans [ : x <y = f(x) < f(y)
— f est décroissante sur un intervalle I si

pour toutx,ydansI: x <y= f(x) > f(y)
— f est strictement croissante sur un intervalle I si

pourtoutx,ydansl: x<y=— f(x) < f(y)
— f est strictement décroissante sur un intervalle I si

pour toutx,ydans I : x <y = f(x) > f(y)

Si f est croissante ou décroissante sur I, on dit qu’elle est monotone.

I.3 Fonctions paires, impaires

Définition 1.3 On suppose D symétrique par rapport a 0. Une fonction f, définie sur D, est dite paire si

VxeD: f(—x) = f(x)
elle est dite impaire si

VxeD: f(—x) =—f(x)

Remarque .2 Si f : R — IR paire (resp impaire) alors le graphe de f est symétrique par rapport a ’axe (Oy)
(resp l'origine du repere).

Proposition 1.1 Les ensembles des fonctions paires et des fonctions impaires de D dans C sont stables par les
opérations de F (I, C).

I.4 Fonctions périodiques

Définition 1.4 Soit une fonction f : R — C. Unréel T est dit une période de f si
VxeR: f(x+T) = f(x).

f est dite périodique si elle admet une période non nulle.

Remarque 1.3 Si f : R — R est T — périodique sont graphe est stable par translation de vecteur T7.On
I'étudie donc sur un intervalle de longueur T et on complete en dupliquant le graphe obtenu a IR "tout entier".

Exemples

(1) Toute fonction constante sur IR est périodique et tout réel en est une période.
(2) Les fonctions circulaires cos et sin sont 277—périodique, et la fonction tan est m—périodique.

. ) 1six € Q,
(3) Lafonct1onf.x%>{ Osix¢ Q.

est périodique et tout rationnel en est une période.

Propriétés

(i) La somme (resp le produit) de deux fonctions T-périodique est aussi T-périodique.
(ii) Si f est T-périodique alors g o f est T-périodique pour toute fonction g (telle Im f C Dy).
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II Limites et continuité

On rappelle que lorsqu’on parle de limite en 2 € RU {—o00; 400} de f il faut que f soit définie sur un
domaine D qui soit un intervalle (éventuellement privé d'un nombre fini de point) tel que a en soit un point
(éventuellement manquant) ou une extrémité, on dira alors que 4 est un point adhérent a D. Et pour que f soit
continue en 7 il faut d’abord que f soit définie en a c’est a dire que a € D.

On suppose dans toute la suite que D contient un intervalle I ou deux de type suivant :

- I=[ba[,be RU{-0c0}.

- I=]ab],be RU{+0c0}.

On dira qu’une propriété est vraie au voisinage de a s’il existe un intervalle I de la forme [a — p,a + p],
(u>0)sia € R, [b,+oo[sia=+ocoet]—o0,b]sia = —oo, tel que la propriété en question soit vraie sur I N D.

II.1 Définitions — Exemples
Soient f : D — C, a adhérenta D et/ € C.

Définition II.1 On dit que f tend vers ¢ lorsque x tend vers a, ou que JI(m; flx) = {si }CIH’} |f(x) —£] = 0,(les
deux barres verticales pour le module dans C ), ie :

(1) Sia € R,
Ve>0,3n>0 telque Vx € D, [x —a| <n=|f(x) — ] <e.
(2) Sia= +oo,
Ve>0,dJA € R telque Vx € D,x > A = |f(x) — (| < e.
(3) Sia = —o0o,

Ve>0,dJAcR telque Vx € D,x < A= |f(x) — (| < e.

Remarque II.1 Dans les définitions ci-dessus le réel € peut étre pris aussi petit que 1’on veut, ainsi une condi-
tion du type ¢ < 1071 est sans "danger".

Exemples

1) lin(l) exp(ix) = 1. Eneffetona:
X—

lexp(ix) —1| = [(cosx—1)+isinx|

_ 2 x . X X
= ’2(cos 5= )+1251n§cos§

2|sin 5| |—sinj +icos 5|

2|sin 3|
et comme lim [sin | = 0 alors lim exp(ix) = 1.
x—0 x—0

1 . 1 . 1
= —et lim

|X‘ anroom :x—)r—noom -

@ lim P _ o ee@)

X—+00 X X——00 X

0.

exp(ix)
X

Définition IL.2 Soit f : D — C, a € D. On dit que f est continue ena € D si lim f(x) = f(a).

X—a

Pour les fonctions de IR dans IR, on a en plus les cas de limites infinies :

Définition I1.3 Soit f : D — IR et a un point adhérent a D.
(4) Sia € R, on dit que f(x) 2, Too,ouque xlimaf(x) = 400 si

VA >0,3n>0telqueVx € D: |x —a| < n = f(x) > A.

(5) Sia € R, on dit que f(x) 2, —oo,ouque xlimaf(x) = —oo0 si

VA <0,3n>0 telque Vx € D: |x —a| <n= f(x) < A.



B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda Fonctions complexes d"une variable réelle

(6) Onditque f(x) — oo, 0uque hrﬂ f(x) = +oosi
X—+00

X—+00
VA >0,3B >0 telque Vx € D:x > B= f(x) > A.

(7) On dit que f(x) o ree OOsOuque xgnloof(x) = —o0si

VA <0,3B>0 telque Vx € D:x > B = f(x) < A.

(8) Onditque f(x) — +oo,ouque lim f(x)= o0 si
X——00 X———00

VA >0,3B <0 telque Vx € D:x < B= f(x) > A.

(9) Onditque f(x) — —oo,ouque lim f(x)= —oosi
X——00 X——00
VA <0,3B<0telqueVx € D:x < B= f(x) < A.

Remarque II.2 Dans les définitions ci-dessus le réel |A| peut étre pris aussi grand que l'on veut, ainsi une
condition du type |A| > 100 est sans "danger".

Limite a droite et limite a gauche en un point

11 arrive que certaines fonctions ne soient définies que d'un seul coté par rapport a un point a ou qu’elles
changent de comportement en passant d’un c6té a I'autre du point a, dans ce cas on définit les notions de limite
et continuité a gauche et a droite.

Définition I1.4 Soit f : D — C et a un point adhérent a D. On dit que f admet une limite ¢ a droite (respec-
tivement a gauche) de a si la restriction de f a DN Ja, +o00[ (respectivement a DN |—o0, a[) admet ¢ pour limite

en a. On écrit lim f(x) = £ (respectivement a lim f(x) = ¢).
a a—

Définition I1.5 Soit f : D — Ceta € D. On dit que f est continue a droite (respectivement a gauche) de a si
h{rnf(x) = f(a) (respectivement a lim f(x) = f(a)).
a a~

Proposition II.1 Soit f : D — Ceta € D. f est continue en a si et seulement si f est continue a droite et a
gauche en a.

Preuve: Il suffit d’utiliser les définitions des limites.

Exemples

(1) Soit f la fonction définie par
f(x)=0 si x<0
f(x)=e* si x>0

étudier la continuité de f en 0.
(2) La fonction partie entiere R — IR; x — E(x) n’est pas continue a gauche en tout point n € Z.
1
(3) La fonction f : R — R;x — p n’admet pas de limite en 0 car 1ir+nf(x) = +o0 et lim f(x) = —oo sont
0 0~
différentes.
Théoréme I1.1 Soit f : D — C et a4 un point adhérent & D. Si f admet une limite en a alors cette limite est

unique.

Démonstration de 'unicité dans le cas de limite finie en un point: Pour montrer 1'unicité, on suppose

62

que f admet deux limites £ et ¢’ ena € R tels que ¢ # (. Avec ¢ = , en utilisant le (1) de la Définition

respectivement pour ¢ et ¢/, il existe p et p’ tels que pour tout x € D vérifiant |[x —a| < net|x —a| < 17/,
on ait
(—e<f(x)<l+eetl —e<f(x)<{l+e¢
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ce qui implique
l—e<l +cetl —e<l+¢

donc
(=0 <2 etl —0 <2

ce qui est absurde.

II.2 Propriétés

On résume les propriétés sur les opérations dans le tableau suivant ott on a posé lim f = [, limg = I'.
a a

Fonction Hypotheses sur f et g Conclusion
,I'eC 1i§n(f+g):l+l’
f+g f et g réelles, f minorée au voisinage de a et I’ = +00 lién(f +g) = +oo
f et g réelles, f majorée au voisinage de a et!’ = —oo li;n(f +9)=—00
LLI'eC lign(fg) =1
fg f et g réelles, f minorée au voisinage de a par a > O et !’ = o0 liﬂr{n(fg) =l=tc0
f et g réelles, f majorée au voisinage de a par 3 < O et!’ = +oo lign(fg) =-1I'=F0
fbornéeet!’ =0 lign(fg) =0
11
I#0 hgn 7 =7
. . 1
f réelle, f > 0 au voisinage deaet! =0 hgnf = 400
1 . . 1
7 f réelle, f < 0auvoisinagedeaet! =0 11[1111]7 = —00
4 1
f réelle, | = £o0 lim - = 0.
a f

Exercice I1.1 Montrer les propriétés ci-dessus en utilisant la définition de la limite.
Remarque II.3 En particulier la somme, le produit et le quotient de fonctions continues en un point a est

continu.
On déduit en particulier les limites de fonctions polynomes et rationnelles (connues) en +oo.

En plus des propriétés ci-dessus, on a :
Proposition IL2 Soit f : D — C etaun pointadhérenta D.Si lim f(x) = ¢ alors lim f(x) = ¢ et lim | f| (x) = || .
X—a xX—a x—a
Preuve: La faire en utilisant la définition de la limite, puis en utlisant la Théoréme ci-dessous.

Le résultat suivant ramene I’étude d'une limite de fonction complexe a I’étude des limites de deux fonctions
réelles :

Théoréme I1.2 Soit f : D — C et a un point adhérent a D. lin} f(x) = ¢ si et seulement si
X—

lim Re f(x) = Re(¥)
{ lim Im f(x) = Im(¥)

X—a

En particulier f est continue en a ssi Re f et Im f le sont.
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Preuve: Si f(x) = u(x) + iv(x) — £=a+ipalors f(x) = u(x) —iv(x) — €= a—if,donc

X—a

u(x) :%(f(x)+7(x)) . 1(e+z) — o et o(x) = % (f) ~F) — 1 (¢-7) =8

x—a 2 x—a 2f

Réciproquement, si u(x) — a et v(x) i B alors f(x) = u(x) +iv(x) et i =L

X—a

Exemples

(1) La fonction x — ¢’* est continue sur R.
ix
(2) la fonction x — - n’a pas de limite en 0. (Démontrer le ..).

Théoréme IL.3 Soit f : D — C et a un point adhérent a D. Si lim f(x) = I (I € C) alors f est bornée au

X—a
voisinage de a.

Théoreéme I1.4 Soit f : D — R et a un point adhérent & D. Si lim f(x) = [ # 0 alors f est de méme signe que
X—a

I au voisinage de a.

Exercice IL.2 Soit f : D — R et a un point adhérent a D, telle que lim f(x) = | > m. Montrer que f(x) > m
X—a

sur un voisinage de a.
IL.3 Propriétés avec la relation d’ordre
Dans le cas de fonctions réelles (de R dans IR), on a :

Théoréme I1.5 Si f < g au voisinage de a et si lign fet lign ¢ existe dans R U {+o00; —oo} alors li;n f< li;n g
Théoreme I1.6 Si |f(x) — ¢| < 6(x) au voisinage de a et si lign 0(x) =0, alors li;nf(x) =/

Théoréme IL.7 Si a < f < f au voisinage de a et si lim a(x) = lim 3(x) = ¢ existe dans R U {+o0; —co} alors
a a
lim f(x) = £.
a

Théoreme I1.8 Si f < g au voisinage de a et si lign g(x) = 400 alors li;nf(x) = +o00.
Exercice I1.3 Démontrer les théoremes précédent dans le cas a € IR.

II.4 Composition des limites
Théoréme I1.9 Soient f : D — D' et g : D' — C, et soient a,b € RU {4o00; —o0} tels que li;nf = bet

liin g = {alorslimg o f = (. En particulier la composée de fonctions continues est continue.
a

Preuve: Distinguer les cas a et b réels ou infinis.

Exemples
M lime /< = 0.
x—0
(2) Chaque fonction rationnelle est continue sur son Dy.

(3) Si f est continue, | f| est continue.

(4) Si f est continue positive alors /f est continue.
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IL.5 Fonctions continues sur un intervalle
Définition I1.6 Soit f : I — C, on dit que f est continue sur I si elle I'est en tout point de I (si I n’est pas

. . 1 .. .
ouvert, la continuuité sur I comprend la E—contmulté aux extrémités).

On note C(I,C) ou C%(I, C) I'ensemble des fonctions continues de I dans C.
Proposition IL3 Si f est continue alors |f| et f sont aussi continue.

Proposition II.4 L'ensemble C(I,C ) des fonctions continues sur I a valeur dans C est stable pour les lois
usuelles.
Remarques

(1) Si f est continue sur [a, b] et [b, c] alors f est continue sur [a, c] .
(2) Si f est continue sur I et ] C I alors f est continue sur J.

Image d’un intervalle par une fonction continue

Théoréme I1.10 (Théoréme des Valeurs Intermédiaires) Soit I un intervalle de IR et f : I — IR continue.
L'image f(I) est un intervalle.
En particulier sia < b € I tels que f(a)f(b) < 0 il existe ¢ € ]a, b[ tel que f(c) = 0.

Preuve: En seconde période.

Théoréme II.11 Soit f : | — IR, I intervalle de IR, f continue et stritement monotone, alors f : I — | = f(I)
est bijective, et 'application f~! : ] — I est continue et de méme sens de monotonie que f.

Preuve: En seconde période.

Remarque I1.4 Les graphes de f et f~! sont symétriques 1'un de l'autre par rapport a la droite (y = x).

III Dérivées
III.1 Définitions - Exemples

Définition III.1 Soit f : D — C, a € D. On dit que f est dérivable en a si lim f(x) = fla) existe dans IR. On

x—a  x—a
note alors f'(a) cette limite, on a donc

fla) = tim LSy flax 1) = fa),

x—a xX—a h—0
Le réel f'a) est appelé le nombre dérivé de f en a.
Remarque III.1 Cela suppose donc que a est un point intérieur D.
Définition II1.2 Si f est dérivable en tout point de D, on dit que f est dérivable sur D et la fonction
f:D— Cxr— f(x)
est la fonction dérivée de f sur D.
Définition II1.3 (Dérivée a droite et a gauche) On dit que f est dérivable a gauche (resp a droite) en a si le

f(x) — f(a)

taux d’accroissement admet une limite & gauche (resp a droite) en a. On note alors fg(a) (resp

fi(a)) cette limite. On a donc :

PO =) oy ) i SIS 0)

a x—at X —a
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Remarque II1.2 Si f est dérivable en a alors

£(x) = £(a) + f'(a) (x — ) + (x - >{f”‘f” —f’<a>}

X—a

=¢(x),—=,0

On peut donc approcher, au voisinage de a la quantité f(x) par I’expression affine f(a) + f'(a)(x — a).

Le résultat suivant ramene 1’étude et le calcul des dérivées de fonctions a valeur complexe aux fonctions a
valeur réelle.

Théoréme III.1 Soit f : D — C, a € D. f est dérivable en 4 si et seulement si Re(f) et Im(f) le sont et on a

alors
f'(x) = (Re f)'(a) + i(Im f)'(a).
Preuve: Application du Théoréme [II.2}

Exemples

(1) La dérivée d’une fonction constante est la fonction nulle.

() f:x+——ax+Db; f'(x) =apourtout x € R.

(3) f:tr— € f/(t) = ie' pour tout x € R.

(4) Les fonctions polyndmiales se dérivent de la méme maniere.

Définition I11.4 Soit f : D — IR, a € D. La droite d’équation y = f(a) + f'(a)(x — a) est appelée la tangente
de f au point d’abscisse a.

Tangente a une courbe
Remarque III.3 Sila fonction f est dérivable a gauche (resp a droite), on parle de demi-tangente.

Exemple IIL.1 f(x) = x|x—1|ena=1.0na fi(1) =1et fg(1) = —1.

2T

y

X L

2+

Point anguleux
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f(x) = f(a)

X—a

Remarque II1.4 Soit f : D — R, a € D. Si la limite du taux d’accroissement a droite et/ou a

gauche en a la courbe admet une tangente ou demi-tangente verticale.

i [0 _ i (S0 _

III.2 Propriétés

Théoréme II1.2 Si f est dérivable en a alors elle est continue en a.
Remarque IIL5 La réciproque est fausse. x — |x| en 0.

Théoréme II1.3 (CN d’extrémum) Soient I un intervalle ouvert de Ret f : | — IR dérivable en a € I. Alors
f admet un extrémum en 4 si et seulement si f’(a) = 0.

3

Remarque III.6 La réciproque est fausse. x — x° en 0.

Remarque IIL.7 a n’est pas une extrémité de I..
III.3 Opérations sur les fonctions dérivables

Somme

si f et g sont dérivables sur I alors f + g est dérivable sur I etona:
vxel: (f+8)(x) = f'(x) +&'(%).

Produit

si f et ¢ sont dérivables sur [ alors f x g est dérivable sur [ etona:

Vx €l (f xg)'(x) = f(x)g(x) + f(x)g'(x).
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Quotient

f

si f et ¢ sont dérivables sur I et g ne s’annule pas alors < est dérivable sur [ etona:

ety - f'(x)g("g)z(x’;(x)g'(")'

Dérivées de fonctions usuelles

f(x) f'(x) Dy

xm e N | maml R

e, aeC | ae™ R

Inx % R*.

cos x sin x R

sin x —Ccosx R

tan x 1+tanx ]R\{%—l—kn|keZ}

Application réciproque

Soit f : I — ] bijective, dérivable sur I, alors en tout point y = f(x) € J tel que f/(x) n’est pas nulle, on a:

AN 1
) @ = sy
Exemples (réciproques des fonctions circulaires)
f(x) f'(x) DfetDp
arccos x ﬁ [—1,1]et]—1,1]
arcsin x ﬁ [—1,1] et]—1,1]
arctan x 1 R
1+ x?

Composée d"applications

Si f est dérivable sur I et g dérivable sur | D f(I) (§: ] — C) alors g o f est dérivable sur [ etona:
vxel:(gof) (x) = f()s (f(x))-

Preuve: On pose f(x) = f(a) + ¢(x)(x — a) et g(y) = g(f(a)) + $(y)(y — f(a)).

Done g(f(x)) = g(f(a)) +(f(x))(f(x) = f(a)) = g(f(a)) + Y(f(x)) p(x)(x —a)
®(x)

® étant continue en a donc g o f est dérivableenaetona:

(g0 f) (a) = w(f(a))e(a) = g'(f(a))f'(a).

10
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Dérivées de fonctions usuelles La propriété ci-dessus permet de dériver les fonctions suivantes :

f(x) f'(x) Dyet Dy
x', r e RY ra’ 1 IR,
u'(x)

In|u(x)|, u(x) #0

Du et Du/

"™, R — C | u/(x)e*™ | D, et D,

IIL.4 Dérivées successives
Définition IIL.5 On dit que f : I — C est n fois dérivable (n € IN*), s’il existent fy, f1, ..., fu telles que fo = f
etVi € [0,n — 1] f; est dérivable sur I et f/ = fi,1.
On note alors (") 1a fonction f;, et on 'appelle la dérivée n°™"¢ de f sur I.
On convient que f(°) = f. On note les premieres dérivées par f', f”, f".

Exemples

m!
@) ("W =2 (m—n)

Osin > m.

X" Msin <m,

@) (e¥)™ = ¢* pour tout n.
N\ (1)l
® <x> BEGE

Proposition III.1 L'ensemble D" (I, C) des fonctions n fois dérivables sur I est stable par addition et multipli-
cation des applications. Et on a pour tout f, g dans D"(I,C) :

(f+8)™ = f0 4 ¢ et VA € C: (Af)® = Aft).
Pour la multiplication on a la formule de Leibniz suivante :

Théoreme II1.4 (Formule de Leibniz) Si f,g € D"(I,IR) alors fg € D"(I,R) etona:

(f) = S Chfrigis).

p=0

Preuve: Par récurence sur n. Elle en tout point semblable a cette la formule du binome de Newton dans un
anneau.

Fonctions convexes

Définition II1.6 Soit f : | — IR deux fois dérivable sur I, on dit que f est convexe (resp concave) sur I si
f"" >0 (resp f” < 0)sur I.

Remarque III.8 Si f est convexe —f est concave et réciproquement.

Définition II1.7 Un point ot la fonction change de concavité est dit point d’inflexion de la courbe de f.
Remarque II1.9 Un point d’inflexion est un point ot la dérivée seconde f” s’annule en changeant de signe.
Exemple IL2 f(x) = x3. et f(x) = x*.

Théoréme II1.5 Soit f : | — IR deux fois dérivable et convexe sur I (I intervalle) alors on a

Vxg € LVx el: f(x) > f(xo) + f'(x0)(x — x0).

11
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Remarque III.10 Le théoreme précédent exprime le fait que le graphe d’une fonction convexe est situé au
dessus de ses tangentes. Et donc une fonction concave est au dessous de ces tangentes.

Fonction convexe. La courbe est au dessus de ses tangentes

III.5 Etude globale des fonctions dérivables
Théoréme de Rolld]]

b] — TR, continue sur [a, b] dérivable sur |a, b[ telle que f(a) = f(b), alors il

Théoreéme II1.6 Soit f : I = [a,
=0.

existe ¢ € |a, b[ tel que f'(c)

Preuve: En seconde période

Théorémes des accroissements finis

Théoreme IIL.7 Soit f : I = [a,b] — IR, continue sur [a, b] dérivable sur |a, b[, alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que

f(b) = f(a) = f'(c)(b—a).

Preuve: On utilise le théoréme de Rolle avec la fonction :

1Francais. 1652-1719.

12
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Théoréme II1.8 Soit f : I — IR, continue sur I dérivable sur I\ {a} (a € I). Si ' admet une limite £ en a (resp
a droite ou a gauche en a) alors f est dérivable en a (resp a droite ou & gauche en a) eton a

f'(a) = lim f'(x) = ¢.

X—a

f(x) — f(a)

X—a

Preuve: On a = f'(cx) avec ¢y € |a,x[. Donc quand x tend vers a, ¢, aussi tend vers a et donc

d’apres la composition des limites on a, Xlim{Z w = xlima f'(x).

N‘H

1
Exemple IIL.3 f(x) = e 2 six # 0 et £(0) = 0. On montre que f")(x) = Pu(1)e™ 2 pour tout n et donc
limof(”>(x) = 0, donc f est C* sur RR.
X—

Exemple II1.4 (f dérivable en un point sans que f’ admette de limite en ce point) Avec
2 .1 .
Flx) = { x°sin - six #0,
Osix=0.

Ona f'(0) =0et limof’(x) n’existe pas.
X—

Théoréme I11.9 Soit [ un intervalle et Soit f : | — IR, dérivable sur I , alorsona:

(1) f est constante sur I si et seulement si f/ = 0 sur I.
(2) f estcroissante sur I si et seulement si f' > 0 sur I.

(3) f est décroissante sur I si et seulement si f/ < 0 sur I.

Preuve: Utilise le T.A.F.

Remarque IIL.11 Si f' > 0 (resp f’ < 0) sur I sauf peut étre en un nombre fini de points ot elle est nulle alors
f est strictement croissante (resp strictement décroissante).

Inégalité des Accroissements finis

Théoreme II1.10 Soit f : I = [a,b] — C, continue sur [a, b] dérivable sur |a, b].
Si|f'| < Msur Ja, b alors |f(b) — f(a)| < M(b—a).

Interprétation géométrique

13
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m < f' < M. La courbe est située entre les deux droites y = b+ M(x —a) ety = b+ m(x —a).

Plan d’étude d’une fonction
On étudie la fonction f : x — (x — 1)/x.
(1) Domaine de définition. Dy = Ry.

(2) Continuité et limites. f est continue sur Dy et on a lJirm f(x) = +o0.
o0

13x—1
(3) Dérivabilité et variations. f est dérivable sur IR et f'(x) = EXT D’ott le tableau de variations
X
suivant :
x |0 % +o0
-0 4
fIN S 7
(4) Branches infinies. On a lim f = 400, on examine lim M = +00. Donc f admet une B.P.D.A I’axe (Oy).
+ +oo X Y
o o0
(5) Représentation graphique.
y,l
2__
1__
0 f i
1 2 3
X

fx) = (x=1)vx

Etude de suites récurrentes
On étudie la suite
ug =1,
U1 = In(1 4 2uy).

14
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Avec f(x) =In(1+2x) et f'(x) = ,ona|f'x)| <Z,Vx>1,doncona

WIN

2
1+2x

2
|1 — £ < 3 |up — £

2\ 2
(3> |ty—1 — £

IN

IN
WIN
N———
=
+
—
=
o
\
=~

Ou / est 'unique solution de l’équation f(x) = x.

y i

IV Fonctions usuelles

Les fonctions usuelles sont connues. On rappelle les définitions des fonctions réciproques des fonctions
circulaires et les fonctions hyperboliques et leurs réciproques.

IV.1 Fonctions hyperboliques
On définit les fonctions sinh, cosh et tanh (respectivement sinus, cosinus et tangente hyperbolique) par :

X —e ¥ eX e " sinh(x)

sinh(x) = 5 cosh(x) = 5 et tanh(x) = cosh(x)"

sinh est impaire et cosh est paire et on a les relations suivantes :
— cosh?(x)—sinh?(x) =1, e* = cosh(x)+sinh(x).
— (sinh(x))’" = cosh(x) et (cosh(x))" = cosh(x).

x(t) = cosh(t)

y(t) = sinh(t) permet de décrire la branche d’abscisse positive de I’hy-

Remarque IV.1 le paramétrage {
pebole
x? — y? = 1, ce qui justifie I'appellation “hyperbolique”.

Exercice IV.1 Construire les graphes des fonctions précédentes.

IV.2 Réciproques des fonctions hyperboliques
arcsinh

sinh est continue strictement croissante de IR vers IR. Elle admet donc une réciproque, notée argsinh (pour
argument du sinus hyperbolique), qu’on peut calculer explicitement :

ey — gfy

Vx,y € R: y = arcsinh(x) <= x = sinh(y) = 5

15
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D'oti :e?Y —2e¥x —1 =0donce’ = x £ vx2 + 1.
La seule racine positive est x + vx2 +1.On a donc:

Vx € R: arcsinh(x) = In (x +VxZ+ 1)

— argsinh est dérivable sur IR et on a : arcsinh’(x) = ———.
x2+1

arccosh
cosh est continue strictement croissante de [0, +oo[vers [1, +oo]. Elle admet donc une réciproque, notée

arccosh (pour argument du cosinus hyperbolique), qui vérifie :

ey +e Y
V(x,y) € [0,4+00[ X [1,400[ : y = arccosh(x) <= x = cosh(y) = —
On vérifie que :
Vx € [1,+o0] : arccosh(x) = In (x + Va2 — 1)
1

— arccosh est dérivable sur [1, +oco[ et on a : arccosh’ (x) JaT
x J—

arctanh
On définit de la méme fagon la fonction arctanh par :

V(x,y) € Rx]—1,1[: y = arctanh(x) <= x = tanh(y).

Et que
1. 14x
-1,1[: h(x) = =1 .
Vx € ]—1,1] : arctanh(x) sIn—

—_

— arctanh est dérivable sur |—1,1[ et on a : arctanh’(x) = T

Exercice IV.2 Représenter graphiquement les fonctions précédentes.

IV.3 Réciproques des fonctions circulaires
On définit les fonctions réciproques des fonctions circulaires par les relations suivantes :

V(x,0) € [-1,1] x } —%T, g { sarcsin(x) = 0 <= x = sin(6).

V(x,0) € [-1,1] x [0, 7] : arccos(x) = 0 <= x = cos(6).

V(x,0) € R x ] —g, g { :arctan(x) = 0 <= x = tan(09).

On vérifie les propriétés suivantes :
— Les fonctions arcsin et arccos sont dérivables sur |—1,1[ etona:

-1

1
Vx € ]-1,1[,arcsin’(x) = ———, arccos’(x) = ——.
V1—x? V1—x?

NI

- Vx € ]—1,1] : arccos(x) + arcsin(x) =

— La fonction arctan est dérivable sur Retona:
Vx € R, arctan’(x) = !
’ 14+ x2°

16
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1
- la formule arctan(x) + arctan(;) = g pour tout x > 0 est utile.

f f +
X
}
X 1
cos x et arccos x sin x et arcsin x
1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
I T T T T T T T T 1
T X
arctanx

V Développements limités

V.1 Définitions — Exemples

Dans toute la suite f : | — IR et xp un point intérieur a I.

Définition V.1 On dit que f admet un développement limité (D.L), a I'ordre n (n € IN), en x( s'il existe
(ag,a1,...,ay) € R"*! et une fonction ¢ : [ — R tels que

n

fx) =% a(x— x0)F = (x — x0)"e(x) avec lim ¢(x) = 0.
o X=X
On écritalors f(x) = g ap(x — xo)k + (x —x0)"e(x) (quand x — xp). On dira que le polyndéme F(x) = g ar(x — xq)
k=0 o

k
est la partie réguliere et (x — xp)"e(x) le reste du développement limité.

Définition V.2 Si I = |a, +oo[, on dit que f admet un développement limité généralisé (ou développement
asymptotique), a 'ordre n, en +oo s'il existe (ag, a1, ..., an) € R"*! et une fonction ¢ : [ — R tels que

f)=5 5+ %e(x) avec lim e(x) =0.

X——+00

17
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Exemples

(1) Donner le DL de f(x) = 1+ x —2x? en 0 a I'ordre 1 puis 2 puis 3. Que dire des fonctions polynomiales
en 0? et en tout point?

(2) Donner le DL de f(x) = x®sin(1/x) en 0 a 'ordre 2. Est ce que f admet un DL en 0 a 'ordre 3?
(3) Donner le DL de f(x) = e~1/*en 0 a 'ordre 3.

(4) Donner le DL de f(x) = . j_ 7 en 0 alordre 3.

(5) La limite usuelle lim smr_ 1, donne :

x—0 X

sinx = x + xe(x), avec £(x) — 0,
X—

qui est un DL en 0 a 'ordre 1 de la fonction sin .

cosx —1

1
(6) La limite usuelle lim 2 =5 donne :

x—0

1
cosx=1-— Exz + x%¢(x), avec £(x) — 0,
x—

qui est un DL en 0 a I’ordre 2 de la fonction cos .

Propriétés

(1) Si lim f(x) = ag alors f admet un DL a l’ordre 0 et réciproquement. Dans ce cas
X—X0

f(x) =ap+e(x), avece(x) — 0.

X—>Xq

(2) Si f admet un DL d’ordre 1 en xy :

f(x) =ap+ai(x —xp) + (x — x0)e(x), avec &(x) B 0.

alors f admet 2y comme limite en x (i.e f est continue en x() et f dérivable en xy avec f'(xg) = a;.
Question: Si f admet un DL a l'ordre 2 est ce qu’elle est 2 fois dérivable ? Pas nécessairement. Par exemple la

1
3 sin p admet un DL en 0 a l'ordre 2 car f(x) = x?¢(x), avec ¢(x) = xsin— — 0,

fonction f : x — x
X X—Xp

mais elle n’est pas deux fois dérivable en 0 (déja vue).

. 1 . N
Remarque V.1 Par un changement de variables 1 = x — xgp ou i = — on peut toujours se ramener au cas ot
x
Xog = 0.

V.2 Propriétés

Théoréme V.1 Si f posseéde un DL, en x alors il est unique dans le sens suivant.
Si£(x) = 3 ol —x0)* + (x—%0)"e1(x) = 3 bilx—x0) + (x —20)"e2()
Alors ay = by pour tout k € [0, n].

Preuve: Utilise I'unicité de la limite. Remarquer que

ag = lim (x), a; = lim m’ 4, = lim f(x) —ag — al(x — xo)
xX—X( X—=Xp X — X0 xX—Xo (x _ x0)2

ce qui permet de montrer l'unicité des a; par récurrence.

Théoreme V.2 Si f admet un DL a 'ordre #, alors elle admet un DL a tout ordre p < n dont la partie réguliére
est déduite par troncation.

18
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Preuve: Par troncation on entend le polyndme obtenu a partir d’un autre en éliminant des termes de degré
supérieur a p.

n
Théoreme V.3 Soit f : [ — C, (0 € I) admettant un DL : f(x) = ¥ axk + x"¢(x), en 0,
k=0

(i) Si f est paire alors a; = 0 pour tout k impair.
(ii) Si f est impaire alors a; = 0 pour tout k pair.

Preuve: Découle de 'unicité d'un DL. Si f est paire alors les fonctions x — f(x) et x — f(—x) sont
égales, donc leurs DL sont égaux.

V.3 D.L de fonctions usuelles

On admet les DL en 0 des fonctions usuelles pour tout n € IN.

x? xk X"
—e"zl—l—x—l—j—i——}—ﬁ—i—%—m—i—xne(x)
-1 —1).(ax— 1
—(1+x)"‘:1+(xx+Mx2+...+(x((x Jole=n+ )x”+x”s(x).
2! n!
1

- ———=1—x+x%— .+ (=1)"x" 4 x"e(x).

1Jlrx
- =1+x+x2+ ..+ 2"+ xe(x).
x3 x2n+1 242
. _ _ _ n_ "~ n
- sinxy=x— = +..+(-1) ETEEN + x"2e(x).
x? o 2n+1
- cosx:1—§+...+(—l) (2n)!+x e(x).
X3 x2n+1 nt2
. o n
—Slnhx—x+§+...+m+x S(x).
x2 2n
- coshx =1+ P ) + x21 e (x).
2

X x"
In(14+x)=x— > +..+ (—1)”? + x"e(x).

a apprendre par coeur. Justification en seconde période.

V.4 Regles de calcul des D.L

Somme et produit

Si deux fonctions f et g admettent les DL f(x) = g ar(x — x0)* + (x — x0)"e(x) et g(x) = g b(x —x)* +
k=0 k=0
(x — x0)"e(x) en xp a 'ordre n, alors

- (f+g)admetun DL en xp al'ordre n, et (f + g) (x) = (ar + br) (x — x0)* + (x — x9)"e(x).

»-
M=
<)

- (fg) admet un DL en xg a l'ordre n : (fg)(x) = g cr(x — x0) 4+ (x — x0)"e(x). les ci sont obtenus en

n n
effectuant le produit 5 ax(x — x0)F T br(x — xo)¥ et en ne gardant que les termes de degré < n.
k=0 k=0

Composée de deux fonctions

Si f(x) = % apxk 4 x"e(x) avec ag = 0 (i.e f(x) — 0)et g(x) = f brxk 4+ x"e(x), alors
k=0 X— k=0

(8200 = § dod ().

n n ]
les dy sont obtenus en effectuant la composée 3 b; ( > akxk) et en ne gardant que les termes de degré < n.
j=0 " \k=0
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Inverse d’un DL

On suppose que f(x) =1 —u(x) avec u(x) — 0. Siu(x) posséde un DL en 0 a l'ordre n

x—0

u(x) =y aix’ + x"¢(x)

M=

1

alors
1

1—u(x)
admet un DL a l'ordre n obtenu en effectuant la composée

n
aixl>

2
1+ z a;x' + <z aixl> + .. <
i=1 i

i=1

M=

et en ne gardant que les termes de degré < n.

Exemples
ex
1) DLalordre3en0d = .
) al’ordre 3 en 0 de f(x) T %
Réponse: On trouve S 1+ lo 1ls + x3e(x)
ponse: T+x 2 73
ex
(2) DL al'ordre 3 en0de .
1+x
) e 1.3, 1 4 .
Réponse: On trouve =14 x4+ -x*— —x° +x7¢(x)

v1+x 2 8 48
(3) DL en 0alordre 2 de tan x.

1 2 17
Réponse: Onatanx = x + §x3 + ﬁxS + ﬁﬂ + x8e(x)

Exercice V.1 DL en 0 a I’ordre 7 de In(cos x).

1 1 1
Réponse: On trouve In(cosx) = —Exz - EX4 - Ex6 + x7e(x)

Exercice V.2 DL en 0 4 'ordre 3 dans chacun des cas suivant :

1. f(x) = cosh(In(1 + x)).

2. f(x) = %

Réponse: on trouve :

1 1
1. cosh(In(1+x)) =1+ =x% — §x3 + x3e(x).

2
In(1 + x) 16,7
2. ——— L = x4 a2+ 2%+ ot ate(x).
T x—|—2x +6x +12x +x%e(x)
SELELLLE SES TS VR
SV 2 '

Les calculs sont fait a 'aide de Maple.
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VI Primitives et intégrales

VI.1 Définitions-Exemples

Définition VI.1 Soit f : I — C continue, on dit que F : I — C est une primitive de f sur I si F est dérivable
et I/ = f. On définit l'integrale de f entre deux points a et b de I, comme étant le complexe :

/ " F(#)dt = F(b) — F(a) qu'on note [F()]..

Remarque VI.1 Grace aux propriétés de la dérivabilité, si f = g+ ih et si G et H désignent des primitives
respectives de g et h alors G + iH est une primitive de f, donc

/abf(t)dt = /ab Re f(t)dt +i/ab Im f(t)dt

(e —1] = 2 g

T . 1 t=m
E le VI.1 / ity = = [eft =
xemple € 1 e"],_, 1

1

Théoreme VI.1 Sia € I et f continue sur I, la fonction F, : x — [ f(t)dt est I'unique primitive de f qui
s’annule en 4. Si F est une primitive de f sur I, alors les primitives de f sur I sont les fonctions F 4- ¢, ¢ € C.

Remarque VI.2 On écrit aussi [ f(t)dt sans les bornes pour désigner toute primitive de f.

Théoréme VI.2 Si f : [ — C est de classe C, alors pour tout x € I : f(x )+ / (1)

V1.2 Propriétés

Des propriétés sur la dérivabilité, on déduit les propriétés suivantes :

1.Linéarité et relation de Chasles

— JECF(6) + g()dt = [P f(t)dt + [P g(b)dt
- f: Af(Hdt = A [P f(1)dt

— [P f(0)dt+ [§ f(t)dt = [£ f(£)dt

— JYF(Rdt = [P f(t)at

2.Inégalités

— Si f et g sont réelles telles que f < gsur I eta < balors 7 f(£)dt < [P g(t)dt.
= [P fdt] < 7 1F() d.
— Sia < balors | [ f(t) dt‘ < sup |F()] 2 |g(t)] dt.

te[u b]

- fﬂb f(t)g(t)dt‘ < (fﬂb |f(t)|2 dt) . (fab |g(t)|2 dt) 12 , dans le cas de fonctions complexes, 'inégalité de

Cauchy-Schwarz s’écrit plutodt :
b , A\ V2 b > \ /2
dt‘ < (/ﬂ ()] dt) (/a g(t)] dt) .

Avec égalité si et seulement si f et ¢ sont C -proportionnelles.
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VI.3 Calcul d’intégrales
Intégration par parties

Théoreme VI3 Soient f, g € CY(I,C)eta,bel,

b , b b ,
| rg vt = (Fgwli - [ F 0o

Preuve: Vient de la formule de dérivation du produit fg...

Remarque VI.3 La formule d’intégration par parties s’écrit aussi pour les primitives :

/f(f)g/(f)df = f(x)g(x) —/f’(t)g(t)dt.

Exemples
(1) [In(x)dx. En posant f(x) = Inx et g(x) = x, on trouve [In(x) = xInx — x.

(2) [arctan(x)dx. En posant f(x) = arctanx et ¢(x) = x, on trouve [ arctan(x) = xarctanx —In v 1 + x2.

Intégration par changement de variable

Théoréeme V1.4 Soient f : [ — IR continue, g de classe Clsur] = f(I)avaleur dans C, eta, b € I,

b vt — 5% v
|, fla@g war= [ e

Preuve: Vient de la formule de dérivation de la composée f o g...

Remarque VI.4 Pratiquement on pose x = g(t) et dx = g'(t)dt et on remplace les bornes a et b par g(a) et
g(b). Cette formule est utilisée dans les deux sens.

Exemples

1) I= _foﬁ/z sin?(t)dt. En posant x = cos t et dx = sin(t)dt, on trouve
- [™a 2y sin(t)dt = [ (1 —x2)dx = 1]’ 22
—/0 (1 —cos“t)sin(t) —/1( —x%)dx = X—ax| =

) J = J§ V1 — x2dx. On utilise la formule a I'envers, avec x = sin t et dx = cos(t)dt et les bornes 0 et 77/2.

1 /2 /2
= V1—x2d :/ \/1 — sin?(t tdt:/ 2(t)dt
i /0 xidx = | sin”(t) cos(¥) | cos (1)
(™2 1+cos(2t), 1 1. /2 o
= /0 — dt_i [t—i—zsm(Zt)]O =1
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V1.4 Primitives de fonctions usuelles

Fonction f(x) Primitive F(x) Ensemble de définition
I 1
x",neN ——x"t R
n ﬁl- 1

o R -1 _ - atl *
9; ,a€ER, a # ) x R,
< In |x| RY UR*
ex e* R
In x xInx —x RY,
sin x —cosx R
Ccos X sin x R

1
152 artranx R _
1+ tan®x tanx RN\ {E + 7TZ}
1+ cotan®x —cotanx R\ nZ
1

L — arcsinx -1,1

— ] [
shx chx R
chx shx R
1— th%x thx R
coth®x — 1 —cothx R*
thx In(chx) R
cothx In |shx| R*

1
_— argsh(x) =1In (x + V1 4+ x2 R
V x21+ 1 gsh(x) ( )
Ta ln’x—l—\/xz—l‘ =argch(x),x > 1 | R\ [-1,1]
x p—

23
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