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I Le corps C des nombres complexes:

I.1 Définitions
On munit R? de deux L.c.i
1. Addition: ¥ (x,vy), (x/, y') € R?
(v y)+ (L y) = (x+ 2y +y)
2. Multiplication: ¥ (x,y), (+',y') € R?
(v y) - (" y) = (" =y, Xy + xy')

On vérifie facilement qu’on a le théoreme suivant

Théoréme 1.1 Muni des l.c.i ci dessus IR? a une structure de corps, son élément neutre est 0 = (0,0), et son
élément unité et 1c = (1,0) .

Définition 1 Le corps ainsi obtenue est appelé corps des nombres complexes noté C.

Définition 2 On note i le complexe (0,1) etona i’ = —1¢ = — (1,0).

On définit Sur C la loi externe par: VA € R,Vz = (x,y) € C: Az = (Ax, Ay).
On définit le morphisme de corps:

c.a.d @ vérifie les propriétés:

@ (x+x) (x+x',0) = (x,0) + (x,0)
e (xx) = (xx,0)=(x0).(x,0)

En plus ¢ est injectif. Donc R est un isomorphe a Im (¢) (qui est un sous corps de C), on identifie alors IR
aIR.1, et on dira que IR est un sous corps de C (R C C), on fera donc les identifications suivantes:

(x,00=x, (1,00 =1, 2= —1et (x,y) = x +iy.

L'écriture z = x + y.i est appelée la forme algébrique de z, x est la partie réelle et y la partie imaginaire de z.
Onnote Re (z) = xetIm (z) = y. On a donc:

Vx,y, X,y eR:x+iy=x+iy <= x=xety=y

I.2 Conjugaison dans C
On appelle conjugué de z = x + iy, le complexe noté Z = x — iy. L'application

s:C — C

z — Z
vérifie s os = Idc.
Propriétés
On vérifie sans peine ces propriétés
1. L'application s est un morphisme de corps: z +z/ =z + 2/ et zz/ = 2.2/
2.VzeC:(2) =z

Remarque 1 En particuliersiA € Retz € C, Az = A.z
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1.3 Module d’un complexe

Définition 3 On appelle module d’un nombre complexe z = x + iy le réel positif ou nul

lz| = \/x2 4+ y2.

Remarque 2 Visiblement |Z| = |z| et pour les réels le module coincide avec la valeur absolue.

Propriétés
1.VzeC:|z]| =0« 2z=0.
2. VA€ R" etVz € Cona |Az| = A|z|. En général:
Vz,z' € C:|z2'| = 7] |/].
3. Vz,z € C: |z 42| < |z| + || . Avec égalité si et seulement si z et 2’ sont Ry — [iés.
On a aussi les propriétés suivantes, pour tout z, z’ dans C :
4. |Re(z)| < |z| et [Im(z)| < |z].

5. |lzl = [Z]l < [z =21

1
6. zZ:|z|2etsiz;é0:;=

I.4 Racines carées d'un complexe
Du fait que i = —1, alors —1 admet deux racines carées dans C, i et —i.

Théoréme 1.2 soit a € C*, il existe exactement deux complexes solutions de 1’équation z2

posés), sia € R* ces deux racines (complexes) sont i/—a et —iy/—a .

= a (qui sont op-

Preuve: Sia = u + iv on pose z = x + iy tel que z2 = a ce qui donne:

2y =u
2xy =0
et dans la pratique, on ajoute la condition |a| = |z|*, ce qui donne

P = Vul 402

Equation algébrique de deuxiéme degré dans C
Pour résoudre 1'équation az®> + bz + ¢ = 0 avec a,b,c € C et a # 0. On pose

A = b* — 4ac € C, et 5 désigne la racine de A dans C
Les racines sont les deux complexes:

—b—9 b+

zZ1 = o etz, = o

A = b? — 4ac, s'appele le discriminant de 1'équation.

Remarque 3 Dans C on a un résultat plus fort : “toute fonction polynomial de degré > 1, possede au moins
une racine”, on dit alors que C est un corps algébriquement clos.

Exemple 1 Résoudre dans C I'équation z% +z + 1 = 0.
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I Nombres complexes de module 1:

II.1 Le groupe des complexes de module 1
Théoréeme II.1 U = {z € C | |z| = 1} est un sous groupe de (C*, x)

Remarque 4 Tout complexe z € C* s’écrit de maniére unique comme produit d'un réel > 0 (|z|) et d'un

complexe de module 1 (%) .

I.2 Argument d'un complexe:

Soit z € C*, on appelle argument de z, tout réel 0 vérifiant
z = |z| (cos (8) +isin (0)) (1)

I'unique 6y € |—7, 7] vérifiant (1) est dit I’argument principale de z, les autres arguments 0 sont alors de la
forme 0 = 6 + 2k7r. On écrit alors

0 = 6y [27]
qu’on lit 6 congru a 8y modulo 271, ce qui veut dire que si 0 et 0 verifient (1) alors 0 — 8’ € 27Z.
Exemple 2 arg (1) = 0[271] arg(—1) = n[2n] arg(i) = g[zn].
La notation ¢

On pose pour tout 6 € R :
cos (8) +isin (0) = €.

En génerale z = |z|.¢/ ou 0 est un argument de z
i i . s . e Py TN —

Exemple3 1 =¢0, -1 =¢", i =¢'2, —i = ¢~'2. En général (ef) = ¢~ %.

ie'

Proposition 1 Deux complexes z = re'¥et 2/ = 1'¢® sont égaux ssi

—
(en)

<
< |l
ISR
A

——

Les formules trigonometriques:

cos (0+6') = cos(0)cos (0') —sin(0)sin (&)
sin(0+6') = cos(0)sin (0') + sin (8) cos (&)
donnent
Ae+e) _ e o it/

ce qui permet a cette nouvelle notation de prolonger la définition de 1’exponentiel réel.

Formules d’EULER
On a les formules d’EULER qui permettent d’écrire les fonctions sinus et cosinus a I'aide de 1’exponentiel:

i0 4 ,—if i0 _ ,—if
cos (0) = % et sin(0) = R

2i
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Concéquences
1. Formule de MOIVRE:
(cos (0) +isin (0))" = (cos (n.0) +isin (n.9))
En particulier cette formule donne cos (16) et sin (n6) en fonction de cos (6) et sin (0) .

2. Linéarisation

C’est 'opération inverse de la précédente. Il s’agit d’écrire cos” (8) et sin” (8) en fonction de cos (6),
cos (20),...cos (nd) et sin (0), sin (20), ... sin (nH).

Exemple 4 pourn =2etn = 3.

it + e~ 0 oo _ =i
Remarque 5 On peut aussi utiliser les expressions cos (8) = —s sin (0) = —r et le binéme de
NEWTON et on aura:
1 & ;
cos" () = o> ch ¢i2p—mpe
2" &
1 2 ;
sin” (6) = — 5 Ch (=1)"7P rme
(21) p=0
Exercice 1 Montrer que:
l osinfle 0sin 410
cos k@ = cos 1.726 et Z sinkf = sin ”7'726
k=0 2 sing k=0 2 sing

0
0 étant tel que sin 3 # 0.

I3 Racines n’*" d"un complexe
Théoréme I1.2 Soit n un entier naturel > 2, et soit a € C*, 'ensemble
Ru(a)={zeC|z"=a}

est de cardinal #, et pour 0 € arg (a), ona
Ry (a) = {|a|'17 ei(%JerTﬂ),O <k<n-— 1}

Théoréme I1.3 (et définition) Pour n > 2, R, (1) = {z € C | z"" = 1} est un sous groupe de U ,appelé goupe
des racines n'*" de l'unité, not¢ U, = {z € C | 2" = 1}.

II.4 Exponentiel Complexe

Définition 4 Pour tout z = x + iy, on pose exp(z) = e*e’¥ (ou é?).

Théoréme I1.4 L'application exponentiel

p:(C+) — (C),x)
z — exp(z)
est un morphisme surjectif de groupes, i.e:
Vz,7 € C: et = e%e?.
dont le noyeau est: 2inZ = {2kmi | k € Z}, i.e:

exp(z) =1 <= z € 2inZ.

Remarque 6 Siz = a+ibalors [e*| = ¢’ etarg(e*) =b+2kmet (ke Z).



B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda Nombres complexes

Conséquence: L'équation ¢* =g,a € C*

e =a — x =1In]a|
z=x+1y y € arg(a)

IIT Nombres Complexes et Géométrie

Sia = pe? € C*, alors on a:

III.1  Affixe d’un point
Le plan euclidien étant muni d’un repere orthonormé R = (0,1, 7). L’application:

P — C
M(x,y) — x+iy

est bijective. Le complexe z est appelé l'affixe du point M, on écrit M(z), z est aussi appelé I'affixe du vecteur
T =xi+yj

Remarque 7 Si M(z) alors z est aussi 'affixe du vecteur OM.

Propriétés
Soit A et M deux points d’affixe respectifs a et z.

e Le conjugué Z est alors l'affixe du symétrique de M(z) par rapport a la symétrie axiale par rapport a
(O,X).

|z| = OM et arg(z) est égal a la mesure de ’angle (?, O—]\)/I> .

—
Si A(a) alors AM est d’affixe z —a et |z —a| = AM.

Le cercle de centre A(a) et de rayon r est 'ensemble {M(z) | |z —a| =r}.

Le disque fermé de centre A(a) et de rayon r est I'ensemble {M(z) | |z —a| < r}.

III.2 Quelques transformations affines
Définition 5 On appelle similitude directe (respectivement indirecte),toute application

CcC — C
z +—— az+b(respz+——az+D)

avec (a,b) € C* x C.

En particulier on a les applications suivantes sont des similitudes:
Symétrie axiale: z+— z d’axe (O, X).
Translation: z —— z + b, de vecteur ¢ d’affixe b € C.

Homothétie: z+—— az+b,aveca € R, b € C, son centre est le point d’affixe la solution dans C de I’équation
az+b = z et de rapport a.

Définition 6 Soit f : C — C, a # 1 une similitude directe. On appelle
e Centre de la similitude l'unique point invariant w tq w = aw + b.
e Rapport de la similitude le réel k = |a| .

e Angle de la similitude I'angle arg (a) .

Exercice 2 Examiner l'invariantde f : C — C;z +—— az + b.
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II1.3 Droites et cerles

e Equation de droite: iz+uz+w =0 avecu € Cetw € R.
e Equation de cercle: 2z — iz —uz+y =0 avec |[ul*—y>0,u e Cety € R.
Propriétés

Soit A (a) B (b) Z (z) trois points du plan alors on a:

- - AZ
1. i — Z = li — ZI =37 est le rapport des longueurs des cotés du triangle issus de Z. En particulier, on
i : Z ‘ = 1sietssi AZB estisoceleen Z.

2. arg (i_;) — BZA.En particulier:

(a) Si E:Z' = letarg <§:Z> = g alors AZB est équilatéral.
(b) Les points A, B et Z sont alignés si et seulement si i : Z e R

c) Les droites (AZ) et (BZ) sont perpendiculaires si et seulement si G € iR.
(©) perp b

Exercice 3 Soient M;(z1), My(z2) et M3(z3) des points du plan. Montrer que M;(z1), Ma(z2), M3(z3) sont
alignés si et seulement si

1 zv =z
1 zo z | =0.
1 z3 z3
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