Structures algébriques usuelles

B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda

I Structure de groupe

I.1 Définition-Exemples

Définition 1 (groupe) On appelle groupe tout monoide dans lequel tout élément est symétris-
able. i.e: (G,.) est un groupe si:

e Laloi est associative: V(x,y,z) € G%, x(yz) = (xy)z.
e Laloi admet un élément neutre e : Vx € G, xe = ex = x.
e Tout élément est symétrisable: Vx € G,3x' € G | xx’ = x'x =e.

On dit alors que (G, .) est un groupe. Si en plus la loi est commutative on dit que G est
un groupe abélien.

Remarque 1 Dans le cas de groupe abélien, on utilise par fois une notation additive et note
le neutre par 0, le symétrique de x est noté —x.
Dans le cas général, on utilise une loi sans symbole et le symétrique de x est noté x 1.
Exemple 1

1. (N, +) n’est pas un groupe.

2. (Z,+), (R,+) et (R, x) sont des groupes abéliens.

3. L'ensemble des permutations (bijections) d"un ensemble E est un groupe pour la com-

position des application on le note Sg et on ’appelle le groupe symétrique de E.

P 1.1 Dans un goupe tout élément est régulier.

o . 2 XY=z y =z
1.e.Vx€G.V(yrZ)€GI yxzzx:>y:Z.

Exemple 2 (Groupe a deux éléments) Soit G = {e; a} une loi de groupe sur G est représen-
tée par la table suivante, on remarque qu’il est abélien:

.|e|a
e|e|a
a|ajle

table de groupe a deux éléments.

Exemple 3 (Groupe a trois éléments) Soit G = {e;a; b} une loi de groupe sur G est représen-
tée par la table suivante, on remarque qu’il est abélien:
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elal|b
elelal|b
alal|ble
b|ble|a

table de groupe a tois éléments.

Exercice 1 Donner les tables possibles d'un groupe a 4 éléments.

1.2 Sous groupe

Définition 2 (Sous groupe) On appelle sous groupe d'un groupe (G, .) toute partie H de G
stable pour la loi et telle que (H, .) soit un groupe.

Propriétés

P 1.2 Si H est un sous groupe de G alors ey = eg,(méme élément neutre). Et pour élément
x € H, son symétrique dans H est celui dans G.

P L3 Propriété caractéristique
Soit H C G, H est un sous groupe de G si et seulement si

(i) H # 0.
(i) V(x,y) e H:xy € H.
(iii) Vx e H: x~1 € H.
Les conditions (ii) et (iii) peuvent étre remplacées par 1'unique condition
(iv) Y(x,y) eH:xy ! € H.

P 1.4 Intersection de sous groupes
Toute intersection de sous groupes de G est un sous groupe de G.

Remarque 2 L'union de sous groupe n’est pas toujours un sous groupe.

Exemple 4
1. (Z,+) et (Q, +) sont deux sous groupes de (R, +).

2. Get {eg} sont deux sous groupe de G.

3. Centre d'un groupe
Soit G un groupe, onnote C = {g € G | Vx € G : gx = xg} . C est un sous groupe de
G appelé le centre de G.

4. Sous groupes additifs de R
Soit G # {0} un sous groupe de (IR, +). On note a2 = inf GNIR},..

e Sia > 0 on montre que G =aZ, on dit que G est discret.

e Sia = 0 on montre que G est dense dans IR.
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En effet: 1 cas: D’abord GNIRY. # () et a existe.

Sia>0Oalorsa € G,sinondx,y € Gtelquea < x < y < 2aetparsuitey —x € G ce
qui absurde car 0 < y — x < a.

Donc a € G et par suite aZCG.

Réciproquement soitx € G,3(n,r) € Zx [0,a] | x = na+rdoncr = x —na € G et par
suite ¥ = 0 et donc x € aZ.

28me cas: sia = Oalors Vx < iy € R, 3z € G |0<z < y — x. La division de y par z donne
netre [0,z telsque y = nz +r.

DoncO0<r=y-nz<z<y—xcadx—y<nz—y<0oux<nz<y.cqfd .

I.3 Morphisme de groupe

Définition 3 (homomorphisme) Soient G et G’ deux groupes. Une application f : G — G’
est appelé homomorphisme de groupes si

V(x,y) € G: f(xy) = f(x)f(y)-

Si en plus f est bijective, on dit que f est un isomorphisme.
Si G = G’ on dit que f est endomorphisme et automorphisme dans le cas f bijective.

Exemple 5
1. Idg est un automorphisme de G.

2. (R,+) ZP, (RY, x),x — expx est un isomorphisme. Sa bijection réciproque:

1 Lo .
(R%, x) — (R, +),x — In x est aussi un isomorphisme.

Propriétés
P 1.5 La composée de deux morphismes est un morphisme.
P L6 Si f est un isomorphisme, f~! est aussi un isomorphisme.
P17 Si f: G — G’ est un morphisme alors
* fleg) = eq'-
e VxeG:f(x ) =[f(x)]".
Théoréme I.1 Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
e Pour tout sous groupe H de G, f(H) est un sous groupe de G'.

e Pour tout sous groupe H' de G, f~1(H') est un sous groupe de G.

En particulier Im f est un sous groupe de G et f~! {eg/} est un sous groupe de G.

Définition 4 (Noyau) Le sous groupe f~! {eg/} de G est appelé le noyau de f. On le note
ker f.

Théoréme 1.2 Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.
e f estinjective si et seulement si ker f = {eg}.

e f estsurjective si et seulement si Im f = G'.
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14 Le groupe (Z,+) des entiers relatifs

(Z, +) est un groupe abélien d’élément neutre 0.
Si G est un groupe noté multiplicativement, pour tout x € G et pour tout m € IN*, le
m
produit [] x est noté x™.
i=1
On pose x° = eg etsim € Z*, onpose x" = (x~1)".
Si G est un groupe noté additivement, pour tout x € G et pour tout m € IN¥, la somme
m
Y x est noté mx.
k=1
On pose Ox = Og etsim € Z*, on pose mx = (—m)(—x).

0

Théoréme 1.3 Soit G un groupe noté multiplicativement, pour tout a2 € G, ’application

©0a: 7— G

m'_)uﬂl

est un morphisme de groupes. Et pour tout morphisme ¢ : Z—G, il existe a € G tel que
P = Qa.

Preuve: On montre que ¢, est morphisme en distinguant les cas.
Réciproquement si ¢ : Z—G est un morphisme, a = ¢(1) répond a la question.

EneffetVm € Z% : o(m) =@ | 14...+ 1| = ¢(1)..0(1) = ¢(1)" = @u(m).
m fois m fois
L’égallité s’étend sans difficulté a Z tout entier .

I Anneaux et Corps

II.1 Définitions-Exemples

Définition 5 (Anneau) Soit A un ensemble muni de deux lois de composition interne notées
+ et x (ou sans symbole) on dit (A, +, X) est un anneau si:

(A1) (A, +) est un groupe abélien (on note 0 son élément neutre).

(A2) x estassociative, admet un neutre (noté 1) et distributive par rapport a +.
Si en plus laloi x est commutative ’anneau est dit commutatif.

Définition 6 Si (A, +, X) est un anneau commutatif, on dit que A est un corps si en plus

o 0p # 1a.

e Tout élément non nul (i.e: # 04) est inversible pour la loi x. On note alors l'inverse de

xparx~'ou -.
x

Exemple 6

1. (Z,+, x), (]R]N, +, X) sont des anneaux commutatifs.

2. (Q,+, x), (R, +, x) sont des corps.
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Remarque 3 Si A est un singleton {a}, on peut définir une structure d’anneau en posant:
a+a=axa=aetdonc0y = 15 = a. Cet anneau est appelé I"anneau nul.
Un corps peut étre réduit a la paire {0;1}.

Définition 7 (Sous anneau) Soit A un anneau et B une partie de A. On dit que B est un sous
anneau de A si

e (B, +) est un sous groupe de (A, +).
e Beststableparlaloi x : Vx,y € B,x Xy € B.

e 15 €B.

Dans ce cas les lois de A induisent une structure d’anneau sur B.

Proposition 1 (Propriété caractéristique d'un sous anneau) Soit A un anneau et B une par-
tie de A. B est un sous anneau de A si et seulement si

(i) 15 € B.
(i) V(x,y) eB:xxycBetx—y e B.

P IL.1 (Intersection de sous anneaux) Toute intersection de sous anneaux de A est un sous
anneau de A.

Définition 8 (Sous corps) Soit K un corps et L une partie de K. On dit que L est un sous
corps de K si

e (L,+, x) est un sous anneau de (K, +, X).
e Vx e L\ {0k} :x 1 €L

Proposition 2 (Propriété caractéristique d"un sous corps) Soit K un corps et L une partie
de K. L est un sous corps de K si et seulement si

(i) 1 € L.
(i) V(x,y) eL:xxyeLetx—y €L
(iii) Vx € L\ {0k} :x"' € L.

P I1.2 (Intersection de sous corps) Toute intersection de sous corps de K est un sous corps
de K.

Définition 9 (Morphisme d’anneaux) Soient deux anneaux A et A’. On dit qu'une applica-
tion f : A — A’ est morphisme d’anneaux si

() Vx,y e A: flx+y) = f(x) + f(y) et fx x y) = f(x) x f(y).
(i) f(1a) =14

Si A et A’ sont des corps, le morphisme est dit morphisme de corps.

Exercice 2 Déterminer tous les morphismes de I'anneau Z vers un anneau A.
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II.2 Reégles de calcul dans un anneau

On considere un anneau (A, 4, x). On a les régles de calcul suivantes:
PIL3 Vx € A:0p Xxx=xx04s =04.

PIl4 Vxe A: —x=(—1a) xx =x X (—1a).

PIL5 Vx,y € A: (—x) xy=xx(—y)=—xXxyet(—x) X (—y) =xxy.

Notattions

Pour tout n € IN, et pour tout x € A, on note

X+x+..+xsin#0
N———

® NX = n fois ;
Osin=0.

o (—n)x =n(—x).

XXXX..xxsin#0Q
—_—

X = n fois ;
Iasin=0.

e x~"n’ade sens que si x est inversible.

P IL6 (Bindme de Newton) Si (x,y) € A? tel que x x y = y X x, alors pour tout n € IN, on

a
n

(x+y)" =3 Oy
k=0

Et pour tout n € IN*, on a:

n—1
o yn _ (x _ ]/) (xn—l +xn—2y I xyn—z + yn—l) _ (x _ y) Z xn—l—kyk.
k=0

Preuve: Par récurrence sur n et a ’aide des formules de Pascal.
Pour la formule de factorisation, on raisonne par récurrence en remarquant que

xn+1 _ yn+1 = xx"— xyn + xyn _ ]/]/”

= (" =y + (x—y)y"
n—1 n
Donc x"H — "1 = (x — y) ( 3 Tk —l—y”) =(x—y) ( by x”’kyk> .cgfd .
k=0 k=0
Conséquence La somme des n premiers termes d’une suite géométrique
Pour tout x € A, si 15 — x est inversible alors pour tout n € IN, on a
1 — 1
Tdx+a?+ o px ="
1-x
Définition 10 (éléments nilpotents dans un anneau) Un élément 2 # 0o d’un anneau A
est dit nilpotent s’il existe n € IN* tel que x" = 04. Le plus petit entier n vérifiant a* = 0
s’appelle I'indice de nilpotence de 1" elément a.

Proposition 3 Si a est nilpotent d’indice 7 alors 1o — x est inversible et on a

(I—x)t=14x+2+. . +2" L
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IL3 Groupe U/(A) des éléments inversibles

Théoréme I1.1 Soit un anneau (A, +, x). Onnote U (A) 'ensemble des eléments inversibles
pour la loi x:
UA)={acA|Td cAud =da=1,}

Alors muni de la seconde loi de ’anneau, 1’'ensemble (L/(A), x) a une structure de groupe:
c’est le groupe des unités de I’anneau A.

Exemple 7 U(Z) = {—1;1}, dans un anneau A quelconque ona {—14;1a} C U(A).
Si A est un corps alors U(A) = AN {04} .

II.4 Anneau integre

Définition 11 (Diviseur de zéro) Soit un anneau (A, +, x) non nul. Un élément a # 0 de A
est appelé diviseur de zéro s’il existe b # 0 tel que a X b =04 oub x a = 04.

Exemple 8 Dans A = R® on considere f, g : R — RR telles que:

f(x)=1six>0, " g(x)=0six>0,
{ f(x) = 0sinon ¢ { g(x) = 1sinon.

Ona fg=gf =0mais f # 0a etg # 0a...

Définition 12 (Anneau intégre) On dit qu'un anneau (A, +, X ) non nul est integre s'il com-
mutatif et sans diviseurs de zéro:

1. Laloi x est commutative;

2.Vx,y€ A:xxy=0aA=x=0p0uy =04

Remarque 4 Dans un anneau intégre, on peut (simplifier) a gauche et a droite:
Va,x,y€cA:ax=ay=>x=yetxa=ya = x=1y.

Cette propriété est fausse dans un anneau non integre.On dit alors que tout élément est
régulier.
Exemple 9

1. Tout corps est inteégre et tout sous anneau d’un corps est integre.

2. Les anneaux RN et RR ne sont pas integres...

Corps des fractions d’un anneau intégre

Théoréme I1.2 (admis) Soit un anneau (A, +, x) integre. Il existe un corps K unique, a

isomorphisme pres, tel que A soit un sous anneau de K et tout élément de K s’écrit sous la
a . . o gt A

forme ; aveca, b € Aeth # 04. aisomorphisme pres: si K’ est un corps vérifiant les mémes

propriétés alors il existe unisomorphisme de corps entre K et K'. K est alors appelé le corps

des fractions de A.

Exemple 10 Q est le corps des fractions de Z.
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II.5 L’anneau Z des entiers relatifs
11.5.1 Divisibilité dans Z

Définition 13 Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que b divise a s'il existe g € Z tel que
a = gb. On note alors b/a. Si b divise a, on dit que a est un multiple de b.

Remarque 5 Ces définitions s’étendent a in anneau quelconque.

Exemple 11
e VneZ:n/o.

eVneZ:0/n<—=n=0.
Proposition 4 Soient 4, b dans Z, on a les équivalences suivantes:

a/b <= beal <= bZ Cal
(a/betb/a) <= bVZL=aZ <= a=Dboua= —b.

Théoréme I1.3 (Division euclidienne) V(a,b) € ZxZ\ {0},3!(q,r) € ZXZ | a = bg+r et
0<r<|bl.
q est appelé quotient et r le reste dans la division euclidienne de a par b.

Preuve: 1°" cas: a,b € IN, déja démontré.

28me cag: En général |a| = |b| ¢’ + ', donc a = b.signe(ab).q’+signe(a).r’.

Alorssia > 0, on pose r = 1’ et q =signe(ab).q’, et sia < 0, on pose r =signe(a).r' + |b|
et g =signe(ab).q'—signe(b).

Pour l'unicité c’est le méme raisonnement que dans le cas de IN. .

Algorithme de la division euclidienne
On suppose a et b deux entiers naturels b > 0.

1. Initialisation: g «— 0;

2. Tantquea > b
Faire
g—q+La—a—-"b;
Fin Faire

3.r+—ua;

4. Résultat: g;r.

Exemple12 a =17;b =3
a 17 14 11 8 5 2

g0 1 2 345 doncr =2etq=5,s0it17 =5x 3+ 2.

Théoréme I1.4 (Sous groupe de (Z, +)) Les sous groupes de Z sont les ensembles de la
forme

aZ = {ak | k € Z}
oltia € Z.

Preuve: Soit G # {0} un sous groupe de Z. On considere 2 = min G N IN*, et on montre
que G = aZ.

Onaa € G doncaZ C G. Et réciproquement si m € G la Division Euclidienne de m par
adonnem =qa+rdoncr=m—qgac GN[1,af,doncr=0 .

8
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I1.5.2 Ordre d’un élément dans un groupe

Soit G un groupe et a € G. On considére le morphisme de groupes

oa L— G
n — a" (na si G est noté additivement.

Son noyau ker @, est un sous groupe de (Z,+), donc il existe un unique n € IN tel que
ker ¢, = nZ. Si ¢, nest pas injective n € IN*.

Définition 14 (Ordre d’un élément) Si ¢, n’est pas injective, I'unique entier n tel que ker ¢,
nZ est appelé I'ordre de a.
Si @, est injective alors Vi € IN* : 4" # eg. On dit que 4 est d’ordre infini.

Remarque 6 Par définition si ordre(a) = n € IN¥, alors n est le plus petit entier naturel non
nul vérifiant a" = eg (ou na = Og dans le cas additif):

ordre(a) = min{m € IN* | " =eg}.

Proposition 5 (Caractérisation de ’ordre d’un élément) Soit G un groupe et 2 € G, alors
on a I’équivalence suivante

a" = eg;

ordre(a) = n <= { VkeN: [aF =eq => n/k].

Exemple 13
1. ordre(eg) = 1.
2. G = {—1;1} muni de la multiplication ordre(—1) = 2.
2

3. Dans (C*, x), ordre(i) = 4; ordre(j = ¢/3 ) = 3; en général ordre(e"z%) =n.

Définition 15 (Sous groupe engendré par un élément) Soit G un groupe et 2 € G. Le sous
groupe Im ¢, = {a" | n € Z} de G est appelé sous groupe engendré par a. On le notera (a) .

Théoréme I1.5 (Description de (1)) Soit G un groupe et 4 € G d’ordre fini n € IN*. Le
groupe engendré par a est fini de cardinal n et 'application

[0n=1] — {a)

k — a"
est bijective. i.e: (1) = {eg = a%a;a%..;a" 1},
Remarque 7 Dans la cas additif remplacer ak par ka et eg par Og.
Preuve: D’abord Vk, k' € [0,n — 1] :
d = d" = (k) = u(K) = k—K € kerg, = k—k' = 0.
D’autre part Vk € Z, la D.E de k par n donne k = aq +r et ak = a" avecr € [0,n — 1] .

Remarque 8 Si a est d’ordre infini (a) est isomorphe a Z.
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Définition 16 (Groupe monogene, groupe cyclique) Un groupe G est dit monogene s'il ex-
iste a € G tel que G =(a). Si en plus a est d’ordre fini G est dit cyclique, dans ce cas
G= {eG =a%a;a%; ...;a”_l} , I'ordre de a est aussi appelé I'ordre de G.

Exemple 14 Tout groupe a deux éléments ou a trois éléments est cyclique.

Exercice 3 Donner un groupe cyclique a 4 éléments; a n éléments n > 1.

Proposition 6 Tout groupe monogene est abélien.

Remarque 9 Si G est un groupe et A une partie non vide de G. On définit le sous groupe
de G engendré par A comme étant I'intersection de tous les sous groupes contenant A.

10




Arithmétique élémentaire

B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda.

I Numération

I.1 Définition - Exemples

Théoréme I.1 Soitg € IN, g > 2. Pour tout entier N € IN, il existe une unique suite (s,),c N
nulle a partir d’un certain rang telle que

N =50+519+...+s,q" avecn = max {k € IN | s, # 0} (L1)
Définition 1 Si N vérifie (I.1), on écrit
N = 535,150 L2
L’écriture (1.2) est appelé la représentation de N en base g (ou dans le systeme a base ).

Preuve du théoréme I.1: L'existence se fait par récurrence transfinie. L'unicité se fait par
absurde.

Exemple1 1 :Tq;szq;...;qfl :qflqetqzﬁq;(ﬂrl =117,

I.2 Numération décimale
Dans le cas g = 10, le systeme de numération est dit décimale. Les symboles utilisés sont
0;1,;2;3;4;5;6;7;8 et 9.
Remarque 1 Dans ce cas on écrit sans la barre dessus.
Application a la divisibilité dans IN
o Divisibilité par 2 et 5: Ona 10 =2 x 5, donc
N = su5,-1...50 est divisible par 2 <= sy € {0;2;4;6;8}.
N = su8,-1...50 est divisible par 5 <= sy € {0;5} .
e Divisibilité par 3et9: Ona10=1+3x 3,100 =1+3 x 3 x 11... donc
N = 5;5,-1...50 est divisible par 3 <= i sk est divisible par 3.
k=0

N

n
$15y—1...S0 est divisible par 9 <= 2 sk est divisible par 9.
k=0

e Divisibilité par 4: Ona 100 = 4 x 25,1000 = 4 x 250... donc

N = s,5,—1...50 est divisible par 4 <= 515 est divisible par 4.
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1.3 Numération binaire

Dans le cas ot1 g = 2, le systéme de numération est dit binaire. Les symboles utilisés sont
Oet1.
Exemple 2 Voir S.1:2 = TOZ;B =11

Exercice 1 Dans quelle base le nombre 880 s’écrit-il 12010?

II Arithmétique dans I’anneau Z

II.1 La congruence

Définition 2 Deux entiers a et b sont dit congrus modulo n (n € IN) sia — b € nZ. On note
alorsa = b [n] oua = b mod(n). On a donc

a=bn<=a-benZ<3kecZ|a=nk+b.
Propriétés
PII.1 Larelation de congruence modulo 7 est une relation d’équivalence sur Z.
PIL2 Va,b,a',V' € ZetVn € N,ona

b [n]
b’ [n]

a
ﬂ/

}=>a+a’zb+b/[n] etaxa =bxb[n].

Cette propriété est appelée la compatibilté de la congruence modulo n avec les opérations +
et X dans Z. Elle permet de définir sur I'ensemble quotient Z /', des opérations en posant

G+b=a+betaxb=axb. (IL.1)
P II.3 L”ensemble quotient modulo 7 est noté Z , nZ, il est de cardinal #n en plus

Z,nZ ={0;1;..;n — 1} enbijection avec [0,n —1].

I1.2 Structure d’anneau de Z nZ

Théoréme II.1 Les opérations définies sur Z ,nZ par les relations (II.1) munissent Z , nZ
d’une structure d’anneau commutatif.
De plus l'application Z — Z, nZ;a — a est un morphisme surjectif d’anneaux.

Remarque 2 L'anneau 7, nZ est fini de cardinal # et sa structure sous jacente de groupe est
cyclique.0

Exemple 3 Tables d’anneaux de Z 2Z et Z, 37 :

721 721 2,3 /3.
_ —— + 0|12 X 01112
+ 01 X 01 - | _ _ bl Bl s
— —— ~ —— 0 0112 0 01010
0 0|1 0 00 = —t == = — =
1 115 1 01T 1 11210 1 01112
2 2101 2 0211

2
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Remarque 3 On remarque que 7,27 et Z,'37 sont des corps, alors que Z 47 n’est pas
integre.

Exercice 2 Résoudre dans Z,6Z les équations:

X5-1=0 ; X5-2=0 ; X+X34+2=0.

II.3 PGCD et PPCM

I1.3.1 Définitions - Exemples

Définition 3 (PGCD) Soient a,b € Z, on appelle Plus Grand Diviseur Commun de a et b
I'unique entier naturel d tel que aZ + bZ = dZ. On note d = pgcd(a,b) oud = aAb.Ona
donc

d = pged(a,b) < aZ + VZ = dZ.

Remarque 4 aZ + bZ étant un sous groupe de Z il est donc de la forme dZ otid = min [(aZ + bZ) N .

Proposition 1 (Caractérisation du PGCD) Soient a,b € Z, et d € IN. Les propriétés suiv-
antes sont équivalentes:

(i) d = pgced(a,b).
(ii) d est un diviseur commun a a et b, et tout diviseur commun a a et b divise d.

(iii) d est un diviseur commun a a et b, et tout diviseur commun a a et b est < d.

Preuve: (i)==(ii) et (i)==-(iii): évident d’apres la définition.
(i))==(i): On pose d’ = pgcd(a,b) et on montre qued’ =d. .

Exemple4 OAn=mn,Vne€Z;3N2=1,12N8 =4...

Définition 4 (Entiers premiers entre eux) Si pgcd(a,b) = 1, on dit que a et b sont premiers
entre eux. i.e:
a et b premier entre eux si et seulement si aZ + bZ = Z.

Exemple 5 2 est premier avec tout entier impair.

Définition 5 (PPCM) Soient a,b € Z, on appelle Plus Petit Multiple Commun de a et b
I'unique entier naturel m tel que aZ N bZ = mZ. On note m = ppcm(a,b) oud =aVb.Ona
donc

m = ppem(a,b) <= aZNbVZ = mZ.

Remarque 5 aZ N bZ étant un sous groupe de Z il est donc de la forme mZ ot m = min [(aZ N bZ) N

Proposition 2 (Caractérisation du PPCM) Soient a,b € Z, et m € IN. Les propriétés suiv-
antes sont équivalentes:

(i) m = ppcm(a,b).
(ii) m est un multiple commun a a et b, et tout multiple commun a a et b est multiple de m.

(iii) m est un multiple commun a a et b, et tout multiple commun a a et b est > m.
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Preuve: (i)=>(ii) et (i)==(iii): évident d’apres la définition.
(i))==(i): On pose m' = ppcm(a, b) et on montre que m’ = m. .

Exemple 6 3V2=06;12V8 =24...

Définition 6 (PPCM et PGCD d’une famille d’entiers ) En général si a;,ay, ..., a, sont des
entiers, on définit leur PGCD et PPCM par:

e pgcd(ay, ay, ..., a,) = d sietseulement si a1Z + ayZ + ... + a,Z = dZ.

e ppcm(ay, ay, ..., a,) = m si et seulement si ;Z NaxZ N ... N ayZ = mZ.

De méme on dit que a1, a3, ..., a, sont premiers entre eux (dans leur ensemble) si

pged(ay, ap, ..., ay) = 1.

I1.3.2 Propriétés
Soient a, b et ¢ des entiers relatifs.

PIL4 pgcd(ab,ac) = |a| pged(b,c).

En particulier si d = pgcd(b, c) alors Z A % =1

PIL5 ppcm(ab,ac) = |a| ppem(b,c).

PIL6 Sia = bg+ ralors pged(a,b) = pged(b,r).

I1.3.3 Algorithme d’Euclide

On suppose a,b € IN. L'algorithme d"Euclide est basé sur la propriété (PII.6) ci-dessus. Donc
il consiste a faire des D.E successives jusqu’a avoir un reste nul.

Algorithme

1. Lecture de a et b;

2. Tant que b # 0 Faire

3. Division Euclidienne de apar b : a = bg +r;

4.0 b;b—r;

5. Fin Faire

6. Résultat pged(a, b) = a (le dernier reste non nul).

Remarque 6 La suites des restes r dans les Divisions Euclidiennes est strictement décrois-
santes, donc s’arréte a un certain rang, d’ot1 la convergence de l'algorithme.

Exemple 7 Exécuter l'algorithme aveca = 136 et b = 18.
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II.4 Théoreme de Bezout et conséquence

Théoréme I1.2 (de Bezout) Soient a,b € Z, alors a et b sont premiers entre eux si et seule-
ment s'il existe (1, v) € Z? tels que
au+bv =1 (I1.2)

Définition 7 Un couple (1, v) vérifiant (I1.2) est appelé un couple de coefficients de Bezout.

Remarque 7 Le théoréme sans difficulté a une fammille d’entiers:
n

pged(ar, az, ..., an) =1 < I(uy, ..., un) € 2" | Y, aju; = 1.
i=1

Démonstration du théoréme de Bezout: =—>) Sia Ab = 1 alors aZ + bZ = 1 donc u et
v existent.
<)Sidu,ve Z tels que au +bv = 1 alors 1 € aZ + bZ donc aZ 4+ bZ = Z. .

Proposition 3 Sia A b = 1 alors il existe une infinité de couples de coefficients de Bezout.

En effet: Si (ug,vp) vérifient aug + bvg = 1 alors Vm € Z : (u = ug+ mb,v = vy —
ma) répond a la question. .

Exemple de détermination d’un couple de coefficients de Bezout

La méthode des divisions successives avec a = 132, b = 35, on a successivement:

132 =35 x3+27 132 A35 =35AN27
35=27x1+8 35N27 =27AN8
27 =8x3+3 27AN8=8A3
8§=3x2+42 8A3=3AN2
3=2x1+1 3N2=2A1=1
Remontée:

1=3-2x1

=3-(8—-3%x2)x1=3+8+3x2
=3x3-8=3x%x(27-3%x8)—8=-9x8—-8+3x27
=-10x8+3x27

—10%x (35—27) +3x27 =10 x 27 +3 x 27 — 10 x 35

=13 x27-10x 35

—13x (182—35x3) —10 x 35 = 13 x 132 — (13 x 34 10) x 35
=13 x 132 —49 x 35.

Donc u = 13 et v = —49 répondent a la question.

Théoréme I1.3 (de Gauss) Soienta,b,c € Z.On a

a divise bc
et = g divise c.
aNb=1

Preuve: a A b = 1 donc il existe (1, v) tel que au + bv = 1 et par suite acu + bcv = c.
Et comme a divise bc alors il existe a’ tel que be = aa’.

Donc acu + aa’v = ¢ c'est a dire a(cu + a'v) = c.

Donc c divise a. .
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Théoréme I1.4 Soient a, by, by, ..., b, des entiers
n
SiaAb; =1pourtoutie [1,n]alorsaA ] b; =1.
i=1

Preuve: Bezout et une récurrence. .

Théoréme IL5 Soient 4, b deux entiers tels quea Ab = 1alorsa VvV b = ab.
En général si by, by, ..., b, sont des entiers deux i deux premiers entre eux alors

.

Il
—

ppem(by, ..., by) = [ b

1
Remarque 8 On a aussi la réciproqueaVb =ab = aAb=1.

En effet: Sionsuposea Ab=d > 1alors

X

ppem(a,b) =d x ppcm(%,g) =d
Ce qui absurde. .
Démonstration du théorémell.5: Posonsm =a Vb,
Il existe a’, b’ tels que m = aa’ = bb’, donc a divise bb'.
Comme a A b = 1 alors a divise b’ et par suite il existe b tel que b’ = ab”.
Donc m = bab” c’est a dire ab divise m et comme m divise ab alors m = ab. .

Théoréme IL.6 Soient 4, b deux entiers et d € IN, on a 1’équivalence

a b
aAb_d@EAa_l.

Théoréme I1.7 (Calcul du PPCM) Pour tout (a,b) € Z?, ona
ppem(a,b) x pged(a,b) = |a x b|.
Exercice 3 Déterminer tout les couples (1, v) € Z? tels que
323u — 3910 = 612. (IL3)

Réponse: Ona 323 A391 =323 A68 =68A51 =51A17 =17 car51 =3 x 17.
Donc
323 391 612

323u — 391v = 612 <— ﬁu — ﬁv = ﬁ

<= 19u —23v =36
Comme 19 A 23 = 1 alors si (19, vp) est un couple de coefficients de Bezout alors (36ug, 36v¢)
est une solution particuliere de (IL.3).

Donc les solutions sont de la forme (u = 3619 + 23k, v = 36vy + 19k).

6
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Forme irréductible d’un rationnel

Proposition 4 Pour tout rationnel r € Q*, il existe un unique couple (p,q) € Zx IN* tel que

P
r=>etpAg=1.
q pPAq

Le couple (p, q) est alors appelé représentant irréductible de r.

Preuve: Sir = gtelquea € ZetbecIN*etd=aANb,alorsp = getq = grépondenta
la question d’existence.
/
Pour I'unicité, si © = % avecp Aq=p' ANq' =1lalors pg’ = p'q.

Donc p divise p’q et comme p A g = 1 alors p divise p’, de méme p’ divise p par un méme
raisonnement.
Enfin p = p’ etg = ¢/, d’out I'unicité. .

Générateurs d’un groupe cyclique

Proposition 5 Soit G = {¢;a;a?;...;a" '} un groupe cyclique de cardinal 1. Alors a* est un
générateur de G si et seulementsik An = 1.

Preuve: =) Si a* est un générateur de G alors Ip € Z tel que (ak)p = a, Cest a dire
a*P=1 = ¢doncIg € Z tel quekp — 1 = ngdonckAn = 1.

<=)sikAn=1alors Ju,v € Ztelsque ku +vn =1ouku—1= —on,

donc ak~1 = (a")7" = ¢, C’est a dire (ak)u = a, donc a¥ est générateur de G. .

Inversibles de 'lanneau Z nZ

Proposition 6 Soitn € IN*, Pour touta € Z, on a
a inversible dans 'anneau Z /nZ si et seulement sia A n = 1.

En particulier: Z,nZ est un corps si et seulement si 7 est premier.

Preuve: La méme que celle de la proposition 5. .

Ordre de produit d’élément d’un groupe

Proposition 7 Soient G un groupe, a et b deux éléments de G d’ordre respectifs n et m.
Siab = ba et gr(a) N gr(b) = {e} alors ord(ab) = ppcm(m,n).
En particulier: si m A n = 1 et ab = ba alors ord(ab) = mn.

Preuve: Soit u = m V n,ona (ab)" = atb* =e.

Réciproquement, si (ab)* = ¢, alors a* = b= € gr(a) N gr(b), donc ak = b* = .

Donc m et n divisent k donc p divise k.

En particulier si m An = 1 alors gr(a) N gr(b) = {e}, car si non, il existent u, v dans Z
telsquea =b" #e
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II' Nombres premiers

III.1 Définitions - Exemples

Définition 8 On appelle nombre premier tout entier naturel p > 2 dont les seuls diviseurs
dans INsont 1 et p.

Exemple 8 Les entiers 2;3;5;7;11;13 sont premiers.
Les nombres de Fermat: F,, = 22" 41 sont premiers pour n = 0,1, 2, 3,4 mais pour n = 5.

Théoreme III.1 Soit p un nombre premier.
1. p est premier avec tout entier qu'il ne divise pas:

VkeZ:p ANk =1<= pnedivise pas k.

2. En particulier deux entiers premiers distincts sont premiers entre eux.

Exercice 4 Si p premier alors p divise [:’;, pour toutk telque 1 <k <p—1.

III.2 Décomposition d’un entier en facteurs premiers
Théoréme II1.2 Tout entier N > 2 admet au moins un diviseur premier.
Preuve: p =plus petit élément de I’ensemble des diviseurs de N, i.e:
p=min{g e IN"\ {1} | g divise N}

est un entier premier, si non il est composée: p = pipy avec 2 < p; < p —1 ce qui est
absurde. .

Corollaire IIL.3 (Euclide) L'ensemble P des nombres premiers est infini.

Preuve: Si P est fini alors il est majoré par un N > 2. L'entier N! + 1 admet un diviseur
premier différent de tous les entier de l'intervalle [1, N], ce qui est absurde. .

Théoreme I11.4 (Décomposition en facteurs premiers) Soit N un entier N > 2. On note

P1, P2, ..., P tous les diviseurs premiers de N.
1l existe un unique n-uplet (o, &y, ..., &) € (IN*)" tel que

n
N=[1p"=p'p2- P
i=1
Preuve: Pour chaque i € [1,7], on pose a; = max {« € IN | p¥* divise N} . .
Théoréme IIL5 (Calcul du PGCD et PPCM) Soienta = [T/ p;" et b = [T, pf "

I i - n "
aNb= H p;nm{rxi/ﬁ,} etaVhb— H p;rlax{a,,/gl}.

i=1 i=1




Nombres entiers naturels, Ensembles finis,
dénombrements.
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I Nombres entiers naturels

I.1 Propriétés fondamentales
L'ensemble IN des entiers naturels est muni:

1. de deux Lc.i, addition et multiplication.

e L'addition + est commutative, associative et admet 0 pour élément neutre . En
plus, on a la propriété:

Va,beN:(a+b=0<=a=b=0).

e Lamultiplication x est commutative, associative, distributive par rapport a I’addition

et admet 1 pour élément neutre. En plus, on a les propriétés:

Va,b € N:(ab=0<=a=00ub=0).
Va,b € N:(ab=1<=a=b=1).

2. d’une relation d’ordre notée < appelé ordre naturel entre les entiers, définie par
Va,beN:(a<b<=3cecN|b=a+c).
qui vérifie les propriétés suivantes:
e (IN, <) est totalement ordonné, en plus < est compatible avec les lois + et x.

e 0 est le plus petit élément de IN, et IN n’est pas majoré.

e Tout entier n admet un successeur n +1,avecn < n+1et
VpgeN:(p<qg<<=p+1<y9)
ie: il n’y a aucun entier entre un entier et son successeur.
e Tout entier n # 0 admet un prédécesseur n — 1.

On admet que IN vérifie la propriété suivante, connue sous le non de axiome de recur-
rence:

3. Pour toute partie A de IN, on a:

(HHoeA

(i)VneN:neA=n+leA }ﬁA:N'

B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda Nombres entiers naturels, Ensembles finis, dénombrements

I.1.1 Principe de récurrence

Théoréme I.1 (dit de récurrence) Soit P(n) une assertion dépendant de la variable n dans
IN. On suppose que:

(i) P(0) est vrai,
(i) Vn € N: P(n) = P(n+ 1), on dit que P(n) est héréditaire.
Alors la propriété P(n) est vraie pour tout n € IN.

Preuve: Considérer A = {n € N | P(n)} .

Remarque 1 Une variante du principe de récurrence s’obtient, en modifiant (i) et (ii) ci-
dessus, comme suit:

(i) 3np € IN | P(np) est vrai,
(i) Vn>ny:P(n) = P(n+1).
Alors la propriété P(n) est vraie pour tout n > .
Théoréme 1.2 Toute partie non vide de IN admet un plus petit élément.

Preuve: Soit A C IN, A # (). On note M I'ensemble des minorants de A.
0 € Met M #IN, donc M ne vérifie pas la propriété (ii) de 'axiome de récurrence.
C’est a dire:

g eM|ng+1¢M

On montre alors que 1y € A. En effet, si par absurde on suppose que 1y ¢ A alors
YneA:ny<mn,
doncVn € A:ng+1 <mn,c’estadire queny+1 € M, ce qui absurde .

Corollaire 1.3 (récurrence forte) Soit P(n) une assertion dépendant de la variable n dans IN.
On suppose que:

(i) P(0) est vrai,
(i) Vn e N: (P(0) et P(1) et...et P(n)) = P(n+1).
Alors la propriété P(n) est vraie pour tout n € IN.

Preuve: Considérons A = {n € IN | P(n)}, par absurde supposons que B=IN\ A # (),
Alors B posseéde un minimum rnp > 0. Donc Vp < ng : p € A et d’apres (ii) du corollaire
P(np) est vraie, ce qui contredit le fait que np € B »

Exemple 1 (principe de déscente infinie de Fermat) Iln’existe aucune suite strictement décrois-

sante dans IN.
En effet si (1) ke est strictement décroissante dans IN, alors 'ensemble U = {uy | k € IN}
n’admet pas de minimum, ce qui est absurde.

Théoréme 1.4 Toute partie non vide et majorée de IN admet un plus grand élément.

Preuve: Soit A C IN, A # ). On note M 'ensemble des majorants de A et my = min(M).
Simg ¢ AalorsVn € A:n < mp,doncmy #0etVn e A:n <my— 1, ce qui contredit
le fait que my = min(M) .
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1.1.2 Division euclidienne

Théoreme L5 V(a,b) € N x IN*,3!(q,r) e NXIN |a=bg+ret0<r<b.
g : quotient, r = reste dans la division euclidienne de a par b.

Preuve: La faire en exercice.. s'inspirer de la démonstration dans IR.
Considérer A = {n € N | nb < a}. A # () et majoré, on pose 4 = max(A),
alors g+ 1 ¢ A c’estadirer = a—qb < b, d’autre part r > 0, d’ot1 I'existence.
Pour l'unicité, on raisonne par absurde .

1.2 Notion de suites

Définition 1 Soit E un ensemble non vide, on appelle suite d’éléments de E toute applica-
tion de IN (ou d’une partie de IN) dans E.
Notation (#,)neN ou (4n)ner avec I C IN, ot pour tout 1, 1, € E.

Théoréme 1.6 (admis) Soit E un ensemble non vide, f : E — Eeta € E.
1l existe une suite (u,),en d’éléments de E, unique telle que:
Upg = 4a,
Vin € N :uyp1 = f(un).
On dit que (uy)zenN est définie par une relation de récurrence.

Exemple 2 Suites arithmétiques, géométriques et arithmético-géométrique.

II Ensembles finis
II.1 Cardinal d’un ensemble fini
Lemme IL.1 Soit (p,q) € N*; ona:
() p<q<= (3f:[1,p] — [1,4] injective).
(i) p>qg< (3f:[1,p] — [1,9] surjective).

Preuve: (i) =) si p < g, alors [1, p] C [1, g] et f : injection canonique.
<=) Par récurrence sur p en considérant la proposition:

[ P(p) :< Vq € IN%, s'il existe une injection de [1, p] — [1,q] alors p < g > |

e p=1,0naVgeIN*:1<gdonc P(1) est vraie.
e Supposons P(p) vraie, et soit g € N* et f : [1, p + 1] — [1, q] injective.

D’abord g > 2; on distingue les deux cas: f(p+1) =getf(p+1) < g
1%cas : f(p+1) = g,alors f': [1,p] — [1,9 — 1]; x — f(x) est une application
injective et d’aprésle HR, p < g—1lcadp+1<q.
2Mecqs : f(p+1) = q' < g, on considere 7 : [1,4] — [1, 4] telle que

{ T(q) =q’;7(q) = qet
Vie[lqlli#qeti#q (i) =i
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et on considere To f : [1,p+ 1] — [1,4] injective et telle que To f(p+ 1) = g, donc
d’apresle 1°cas, p+1 < gq.
(i) =) sip > g, alors [1,9] C [1, p] et application f : [1, p] — [1,4] telle que

{ Vie[l,q]: f(i)=iet
Vielg+1,p]:f(i)=q.

est surjective.

<) Soit f : [1,p] — [1,9] surjective, considérons g : [1,9] — [1,p] telle que,
¢(k) = min f~! ({k}) . On montre que g est injective, en effet si g(k) = g(h) alors f 1 ({k})N
F~1({h}) # 0, doncil existe i tel que f(i) = ket f(i) = h,donch =k .

Remarque 2 On déduit du lemme que
o p=g<= (3f:[1,p] — [1,4] bijective).

Définition 2 Deux ensembles E et F sont dits équipotents, s'il existe une bijection de E dans
F.

Définition 3 Un ensemble E est dit fini, s’il existe un entier # non nul et une bijection ¢ :
[1,n] — E. Par convention, on dira que l'ensemble vide est fini.
Si non, on dit que E est infini.

Exemple 3 Pour tout m € IN¥, [1,m] est fini.
Pour tout p < g € N, [p, q] est fini.

Théoréme IL.1 Si E est un ensemble fini, alors I'entier n de la définition précédente est
unique. On dit que E est de cardinal n, on note card(E) = n ou |E| = n.
Par convention card(()) = 0.

Preuve: Si ¢ : [1,n] — Eet¢’: [1,n'] — E sont deux bijections alors ¢! o ¢’ définie

une bijection de [1,n'] — [1, n], donc d’apres le lemme précédent n = n’ .

Exemple 4 card ([1,m]) = m, etcard ([m,n]) =n—m+1.

II.2 Applications entre ensembles finis

Théoréme I1.2 Soient E et F deux ensembles finis, p et g tels que card(E) = p, card(F) = q.
Alors on a:

(i) p <q <= (3f : E — F injective).
(ii) p > q < (3f : E — F surjective).
(iii) p =q <= (3f : E — F bijective).

biiocti biiocti
Preuve: E b [1,p] — [1.4] L5 E . etle lemme précédent

Corollaire I1.3 Soient E et F deux ensembles finis tels que card(E) = card(F), et f : E — F.

Alors f injective ssi f surjective ssi f bijective.

Preuve: Soit p = card(E) = card(F), E et F sont équipotents, on peut donc supposer
E=F=[Lp]etf:[Lp] — [1,p]
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e Supposons f injective, si f n’est pas surjective alors Im f ¢ [1, p], on distingue deux
cas:

— p ¢ Im f : alors f induit une injection de [1, p] dans [1, p — 1], ce qui est absurde.

- p € Imf : on considere g = 7,0 f, ottk ¢ Imf, alors g : [1,p] — [1,p]
injective et p ¢ Im g, ce qui est absurde, d’apres le cas précédent.

e Supposons f surjective, si f nest pas injective alors il existe i # j tels que f(i) = f(})
(quite & considérer f o 7;,, on peut supposer que f(p) = f(i) avec i < p). Donc f
induit une surjection de [[1, p — 1] dans [1, p], ce qui est absurde.

Ce qui acheve la démonstration .

Remarque 3 On peut déduire que I'ensemble IN est infini, n —— 1 + 1 injective et non
surjective... Et on peut caractériser les ensembles infinis par:

Théoréme I1.4 Un ensemble E est infini, si et seulement s’il existe une application f : IN—E
injective.

Preuve: Si E est infini, on construit par récurrence une application f injective de IN dans
E par:

f(0) =xp € E,etpourtoutn, f(n+1) = x,11 € E\ {x0; ..., Xn}.

Réciproquement si f : IN—E injective, on construit g : E — E, par:

{ Vx € E\Imf:g(x) =x,
VneN:g(f(n)) =f(n+1).

et on montre que g est injective mais pas surjective .

Théoréme IL5 Soit F un ensemble fini et E tel qu'il existe une application 3f : E — F
injective, alors E est fini et card(E) < card(F).

: e e injective _ injective 3 A
Preuve: Si on suppose par absurde E infini alors IN B ce qui contredit le
fait que F est fini

Corollaire I1.6 Si F est fini et E C F, alors E est fini et card(E) < card(F), avec égalité si et
seulement si E = F.

Corollaire I1.7 Les parties finies de IN sont les parties majorées.

Preuve: En effet si A C IN est majorée, avec m = max A, ona A C [0, m] qui est fini.

II.3 Opérations sur les ensembles finis

Théoréme II.8 Soient E et F deux ensembles finis. E U F est fini, et on a

card(EUF) = card(E) 4 card(F) — card(ENF).
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Preuve: On traite d’abord lecas ENF = () :si f : E — [1, m] bijectiveet g : E — [1, 1]
bijective, on considere h : E — [[1,m + n], telle que:

Vx € E:h(x) = f(x),
{ Vx € F:h(x) = g(x) +n.
h est bijective. Si ENF # @, on écrit E = (ENF)U (E\F), F = (ENF)U(F\E) et
EUF=(ENF)U(E\F)U(F\E).Donc
card(EUF) = card (ENF) + card (E\ F)+ card (F\ E)
= card (ENF) + (card(E) — card (ENF)) + (card(F) — card (ENF))
card(E) + card(F) — card (ENF).

ce qui achéve la démonstration .
Exercice 1 card(EUFUG)?
Remarque 4 Si Ay, Ay, ..., Ay sont des parties deux a deux disjointes d"un ensemble fini alors
k k
card <U A,v) = 2 card(A;).
i=1 i=1
Théoréme I1.9 Soient E et F deux ensembles finis. E x F est fini, et on a
card(E x F) = card(E).card(F).
Preuve: On pose card(E) = n et card(F) = p, et on raisonne par récurrence sur n > 1.
e Sin=1alorsE = {a}: E x F — F;(a,y) — y est bijective.
e On suppose la relation vraie pour n quelque soit p.
e Soit E=E'U{a} decardinaln+1, E x F = (E' x F) U ({a} x F) union disjointe.

Ce qui acheve la démonstration .

IIT Dénombrements

On définit pour tout entier naturel n # 0, factoriel n comme étant I’entier noté n! tel que

n
n! = Hk: 1x2x ... xnetonconvient que 0! = 1.
k=1
III.1 Le principe des bergers et conséquences

Soit E un ensemble fini de cardinaln > 1, ¢ : E — IN; x —— 1, alors on a
card(E) = Y sp(x) = Y, 1 1)
x€E x€E
Preuve: Par récurrence sur n.
Sin =1, posons E = {a} alors ¥ sp(x) = sg(a) =1 = card(E).
x€E

Supposons la propriété vraie pour 1. Soit E de cardinal n + 1, posons E = E' U {a}, avec
card(E') =n.card(E) =1+ card(E') =1+ ¥ sp(x) = X »p(x),cqfd .
xeE’ x€E

6
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Remarque 5 La relation (1) exprime le fait pratique que le cardinal de E est égal au nombre
d’éléments de E.

n
Exemple5 n= Y 1.
i=1

Exercice 2 calculer Y 1, Y 1.
1<i,j<n  1<i<j<n

Théoréme II1.1 (Principe des bergers) Soit E un ensemble, (Ay, ..., Ay) un partage de E (ie:
k
E=U_ Ajet AiNAj=Dsii # j). Alors card(E) = 3 card(A;).
i=1
Remarque 6 La relation (1) et le principe des bergers, sont les bases de 1’analyse combina-
toire.

Théoréme I11.2 Soient E et F finis alors FE est fini est card (FF) = card (F)c@r4(E),

Preuve: par récurrence sur n = card(E).

Sin = 1, posons E = {a}, application ¢ : FE — F; f — f(a) est bijective, donc FE
est fini et card (FE) = card(F).

Supposons la propriété vraie pour #. Soit E de cardinal n + 1, posons E = E' U {a}, avec
card(E’) = n. Pour tout b € F, posons

& ={f e F¥ | f(a) =0}
Pour tout b € F, 'application
W& —Ff — fip

est bijective, donc & est fini et card(E,,) = p", d’apres ’hypothese de récurrence.
On montre que (&), est une partition de FE, et on déduit que

card (PE) = 2 card(&) = p.p = an
beF

Ce qui acheve la démonstration .
Corollaire IIL3 Si E est fini de cardinal 1, alors P (E) est fini, et on a: card(P(E)) = 2car(E),

Preuve: P(E) est équipotent a {0;1}F .

II1.2 Arrangements

Théoréme I11.4 (Nombres d’injections) Soient E et F finis, p = card(E), n = card(F) tels
que p < n. Le nombre des applications injectives de E dans F est:

Aﬁz(ii!)':n(n+l)...(nfp+l)=ﬁ(”*l’+i)
n—p)! i=1

appelé le nombre d’arrangements sans répétition de n objets pris p a p.

Remarque 7 le nombre d’arrangements avec répétition de n objets pris p a p est card(E?).

7
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Preuve: Par récurrence sur p = card(E). On note Z(E, F) I'ensemble des applications
injectives de E dans F.

Sip = 1, avec card(F) = n > 1, toute application de E dans F est injective, donc
card(Z(E, F)) = card(FE) = n.

Supposons la propriété vraie pour p. Soit E de cardinal p + 1, posons E = E' U {a}, avec
card(E") = p. Pour tout b € F, posons

Jp = {f € Z(E,F) | f(a) = b}
Pour tout b € F, I'application
YTy — T(ELE\{b}); f = frix = f(x)

est bijective, donc J, est fini et card(J,) = AP_,, d’apres 'hypothese de récurrence.

_1r
D’autre part (J),cr est une partition de T (E,F), donc
card(Z(E,F)) =Y Al =nAl_ | =n (n=D! " = AT
A g e T =G T T = G

Ce qui achéve la démonstration

Model: Tirage dans une population de taille 72 d'un échantillon ordonnée de taille p sans
remise.

Remarque 8 Avec remise correspond a avec répétition.

Théoréme I11.5 Si card(E) = card(F) = n, alors le nombre de bijections de E dans F est n!.

En particulier: card(S,) = n!, ott S, est I'ensemble des bijections de [1, n].

III.3 Combinaisons

Théoréme IIL.6 Soient E fini de cardinal n > 1, et 0 < p < n. Le nombre de partiesde E a p
éléments est

p_ n! _ 1 P
b= pl(n—p)! p!A

Preuve: On note F,(E) I'ensemble des parties a p éléments de E; I'application

¢: Z([LplLE) — Fp(E)
f = Imf

est surjective, et le principe des bergers implique

Al =card(Z ([1,p],E)) = Y, card ((pfl(A)> .
A€Fy(E)

Etpour tout A € F(E) : ¢ 1 (A) = {f € T([L,p],E) | Imf = A} et

ear 9 '(A) — I([1,p]A)
f —_ fHA
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est bien une application et elle est bijective, donc card (p~1(A)) = card (Z ([1,p],E)) = p!.
On déduit donc que A = card (F,(E)) .p!, c.a.d que card (F,(E)) = %Aﬁ cgfd .

Model: Nombre de combinaisons de p objet dans une population de taille n.

Remarque 9 Si p > n, on pose [}, = 0.

Propriétés
p_rp-1 p+l1 _ N —Pprp p_ Mep-1
pur1 C, =Ci . Cl 7P+1E"' Enfﬁl;1 1-
n
PIIL2 3 Ch =2
p=0
PIIL3 Ch = [:i1 + Ezj : relation de Pascal
Triangle de Pascal
n=111|1
n=2 11121
n=3.11[3|3 |1
n=411(4/6 |4 |1
n=5[1]5/1010[5]1 |

Exercice 3 Combinaison avec répétition

Kz = ("1 _ (nombre de solution dans N de l’équation: x; + x3 + ... + X, = p).

n+p—1

Exercice 4 Dérrangements...
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