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I Nombres entiers naturels

I.1 Propriétés fondamentales
L'ensemble IN des entiers naturels est muni:

1. de deux Lc.i, addition et multiplication.

e L'addition + est commutative, associative et admet 0 pour élément neutre . En
plus, on a la propriété:

Va,beN:(a+b=0<=a=b=0).

e Lamultiplication x est commutative, associative, distributive par rapport a I’addition

et admet 1 pour élément neutre. En plus, on a les propriétés:

Va,b € N:(ab=0<=a=00ub=0).
Va,b € N:(ab=1<=a=b=1).

2. d’une relation d’ordre notée < appelé ordre naturel entre les entiers, définie par
Va,beN:(a<b<=3cecN|b=a+c).
qui vérifie les propriétés suivantes:
e (IN, <) est totalement ordonné, en plus < est compatible avec les lois + et x.

e 0 est le plus petit élément de IN, et IN n’est pas majoré.

e Tout entier n admet un successeur n +1,avecn < n+1et
VpgeN:(p<qg<<=p+1<y9)
ie: il n’y a aucun entier entre un entier et son successeur.
e Tout entier n # 0 admet un prédécesseur n — 1.

On admet que IN vérifie la propriété suivante, connue sous le non de axiome de recur-
rence:

3. Pour toute partie A de IN, on a:

(HHoeA

(i)VneN:neA=n+leA }ﬁA:N'
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I.1.1 Principe de récurrence

Théoréme I.1 (dit de récurrence) Soit P(n) une assertion dépendant de la variable n dans
IN. On suppose que:

(i) P(0) est vrai,
(i) Vn € N: P(n) = P(n+ 1), on dit que P(n) est héréditaire.
Alors la propriété P(n) est vraie pour tout n € IN.

Preuve: Considérer A = {n € N | P(n)} .

Remarque 1 Une variante du principe de récurrence s’obtient, en modifiant (i) et (ii) ci-
dessus, comme suit:

(i) 3np € IN | P(np) est vrai,
(i) Vn>ny:P(n) = P(n+1).
Alors la propriété P(n) est vraie pour tout n > .
Théoréme 1.2 Toute partie non vide de IN admet un plus petit élément.

Preuve: Soit A C IN, A # (). On note M I'ensemble des minorants de A.
0 € Met M #IN, donc M ne vérifie pas la propriété (ii) de 'axiome de récurrence.
C’est a dire:

g eM|ng+1¢M

On montre alors que 1y € A. En effet, si par absurde on suppose que 1y ¢ A alors
YneA:ny<mn,
doncVn € A:ng+1 <mn,c’estadire queny+1 € M, ce qui absurde .

Corollaire 1.3 (récurrence forte) Soit P(n) une assertion dépendant de la variable n dans IN.
On suppose que:

(i) P(0) est vrai,
(i) Vn e N: (P(0) et P(1) et...et P(n)) = P(n+1).
Alors la propriété P(n) est vraie pour tout n € IN.

Preuve: Considérons A = {n € IN | P(n)}, par absurde supposons que B=IN\ A # (),
Alors B posseéde un minimum rnp > 0. Donc Vp < ng : p € A et d’apres (ii) du corollaire
P(np) est vraie, ce qui contredit le fait que np € B »

Exemple 1 (principe de déscente infinie de Fermat) Iln’existe aucune suite strictement décrois-

sante dans IN.
En effet si (1) ke est strictement décroissante dans IN, alors 'ensemble U = {uy | k € IN}
n’admet pas de minimum, ce qui est absurde.

Théoréme 1.4 Toute partie non vide et majorée de IN admet un plus grand élément.

Preuve: Soit A C IN, A # ). On note M 'ensemble des majorants de A et my = min(M).
Simg ¢ AalorsVn € A:n < mp,doncmy #0etVn e A:n <my— 1, ce qui contredit
le fait que my = min(M) .
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1.1.2 Division euclidienne

Théoreme L5 V(a,b) € N x IN*,3!(q,r) e NXIN |a=bg+ret0<r<b.
g : quotient, r = reste dans la division euclidienne de a par b.

Preuve: La faire en exercice.. s'inspirer de la démonstration dans IR.
Considérer A = {n € N | nb < a}. A # () et majoré, on pose 4 = max(A),
alors g+ 1 ¢ A c’estadirer = a—qb < b, d’autre part r > 0, d’ot1 I'existence.
Pour l'unicité, on raisonne par absurde .

1.2 Notion de suites

Définition 1 Soit E un ensemble non vide, on appelle suite d’éléments de E toute applica-
tion de IN (ou d’une partie de IN) dans E.
Notation (#,)neN ou (4n)ner avec I C IN, ot pour tout 1, 1, € E.

Théoréme 1.6 (admis) Soit E un ensemble non vide, f : E — Eeta € E.
1l existe une suite (u,),en d’éléments de E, unique telle que:
Upg = 4a,
Vin € N :uyp1 = f(un).
On dit que (uy)zenN est définie par une relation de récurrence.

Exemple 2 Suites arithmétiques, géométriques et arithmético-géométrique.

II Ensembles finis
II.1 Cardinal d’un ensemble fini
Lemme IL.1 Soit (p,q) € N*; ona:
() p<q<= (3f:[1,p] — [1,4] injective).
(i) p>qg< (3f:[1,p] — [1,9] surjective).

Preuve: (i) =) si p < g, alors [1, p] C [1, g] et f : injection canonique.
<=) Par récurrence sur p en considérant la proposition:

[ P(p) :< Vq € IN%, s'il existe une injection de [1, p] — [1,q] alors p < g > |

e p=1,0naVgeIN*:1<gdonc P(1) est vraie.
e Supposons P(p) vraie, et soit g € N* et f : [1, p + 1] — [1, q] injective.

D’abord g > 2; on distingue les deux cas: f(p+1) =getf(p+1) < g
1%cas : f(p+1) = g,alors f': [1,p] — [1,9 — 1]; x — f(x) est une application
injective et d’aprésle HR, p < g—1lcadp+1<q.
2Mecqs : f(p+1) = q' < g, on considere 7 : [1,4] — [1, 4] telle que

{ T(q) =q’;7(q) = qet
Vie[lqlli#qeti#q (i) =i

B. Seddoug. Médiane Sup, Oujda Nombres entiers naturels, Ensembles finis, dénombrements

et on considere To f : [1,p+ 1] — [1,4] injective et telle que To f(p+ 1) = g, donc
d’apresle 1°cas, p+1 < gq.
(i) =) sip > g, alors [1,9] C [1, p] et application f : [1, p] — [1,4] telle que

{ Vie[l,q]: f(i)=iet
Vielg+1,p]:f(i)=q.

est surjective.

<) Soit f : [1,p] — [1,9] surjective, considérons g : [1,9] — [1,p] telle que,
¢(k) = min f~! ({k}) . On montre que g est injective, en effet si g(k) = g(h) alors f 1 ({k})N
F~1({h}) # 0, doncil existe i tel que f(i) = ket f(i) = h,donch =k .

Remarque 2 On déduit du lemme que
o p=g<= (3f:[1,p] — [1,4] bijective).

Définition 2 Deux ensembles E et F sont dits équipotents, s'il existe une bijection de E dans
F.

Définition 3 Un ensemble E est dit fini, s’il existe un entier # non nul et une bijection ¢ :
[1,n] — E. Par convention, on dira que l'ensemble vide est fini.
Si non, on dit que E est infini.

Exemple 3 Pour tout m € IN¥, [1,m] est fini.
Pour tout p < g € N, [p, q] est fini.

Théoréme IL.1 Si E est un ensemble fini, alors I'entier n de la définition précédente est
unique. On dit que E est de cardinal n, on note card(E) = n ou |E| = n.
Par convention card(()) = 0.

Preuve: Si ¢ : [1,n] — Eet¢’: [1,n'] — E sont deux bijections alors ¢! o ¢’ définie

une bijection de [1,n'] — [1, n], donc d’apres le lemme précédent n = n’ .

Exemple 4 card ([1,m]) = m, etcard ([m,n]) =n—m+1.

II.2 Applications entre ensembles finis

Théoréme I1.2 Soient E et F deux ensembles finis, p et g tels que card(E) = p, card(F) = q.
Alors on a:

(i) p <q <= (3f : E — F injective).
(ii) p > q < (3f : E — F surjective).
(iii) p =q <= (3f : E — F bijective).

biiocti biiocti
Preuve: E b [1,p] — [1.4] L5 E . etle lemme précédent

Corollaire I1.3 Soient E et F deux ensembles finis tels que card(E) = card(F), et f : E — F.

Alors f injective ssi f surjective ssi f bijective.

Preuve: Soit p = card(E) = card(F), E et F sont équipotents, on peut donc supposer
E=F=[Lp]etf:[Lp] — [1,p]
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e Supposons f injective, si f n’est pas surjective alors Im f ¢ [1, p], on distingue deux
cas:

— p ¢ Im f : alors f induit une injection de [1, p] dans [1, p — 1], ce qui est absurde.

- p € Imf : on considere g = 7,0 f, ottk ¢ Imf, alors g : [1,p] — [1,p]
injective et p ¢ Im g, ce qui est absurde, d’apres le cas précédent.

e Supposons f surjective, si f nest pas injective alors il existe i # j tels que f(i) = f(})
(quite & considérer f o 7;,, on peut supposer que f(p) = f(i) avec i < p). Donc f
induit une surjection de [[1, p — 1] dans [1, p], ce qui est absurde.

Ce qui acheve la démonstration .

Remarque 3 On peut déduire que I'ensemble IN est infini, n —— 1 + 1 injective et non
surjective... Et on peut caractériser les ensembles infinis par:

Théoréme I1.4 Un ensemble E est infini, si et seulement s’il existe une application f : IN—E
injective.

Preuve: Si E est infini, on construit par récurrence une application f injective de IN dans
E par:

f(0) =xp € E,etpourtoutn, f(n+1) = x,11 € E\ {x0; ..., Xn}.

Réciproquement si f : IN—E injective, on construit g : E — E, par:

{ Vx € E\Imf:g(x) =x,
VneN:g(f(n)) =f(n+1).

et on montre que g est injective mais pas surjective .

Théoréme IL5 Soit F un ensemble fini et E tel qu'il existe une application 3f : E — F
injective, alors E est fini et card(E) < card(F).

: e e injective _ injective 3 A
Preuve: Si on suppose par absurde E infini alors IN B ce qui contredit le
fait que F est fini

Corollaire I1.6 Si F est fini et E C F, alors E est fini et card(E) < card(F), avec égalité si et
seulement si E = F.

Corollaire I1.7 Les parties finies de IN sont les parties majorées.

Preuve: En effet si A C IN est majorée, avec m = max A, ona A C [0, m] qui est fini.

II.3 Opérations sur les ensembles finis

Théoréme II.8 Soient E et F deux ensembles finis. E U F est fini, et on a

card(EUF) = card(E) 4 card(F) — card(ENF).
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Preuve: On traite d’abord lecas ENF = () :si f : E — [1, m] bijectiveet g : E — [1, 1]
bijective, on considere h : E — [[1,m + n], telle que:

Vx € E:h(x) = f(x),
{ Vx € F:h(x) = g(x) +n.
h est bijective. Si ENF # @, on écrit E = (ENF)U (E\F), F = (ENF)U(F\E) et
EUF=(ENF)U(E\F)U(F\E).Donc
card(EUF) = card (ENF) + card (E\ F)+ card (F\ E)
= card (ENF) + (card(E) — card (ENF)) + (card(F) — card (ENF))
card(E) + card(F) — card (ENF).

ce qui achéve la démonstration .
Exercice 1 card(EUFUG)?
Remarque 4 Si Ay, Ay, ..., Ay sont des parties deux a deux disjointes d"un ensemble fini alors
k k
card <U A,v) = 2 card(A;).
i=1 i=1
Théoréme I1.9 Soient E et F deux ensembles finis. E x F est fini, et on a
card(E x F) = card(E).card(F).
Preuve: On pose card(E) = n et card(F) = p, et on raisonne par récurrence sur n > 1.
e Sin=1alorsE = {a}: E x F — F;(a,y) — y est bijective.
e On suppose la relation vraie pour n quelque soit p.
e Soit E=E'U{a} decardinaln+1, E x F = (E' x F) U ({a} x F) union disjointe.

Ce qui acheve la démonstration .

IIT Dénombrements

On définit pour tout entier naturel n # 0, factoriel n comme étant I’entier noté n! tel que

n
n! = Hk: 1x2x ... xnetonconvient que 0! = 1.
k=1
III.1 Le principe des bergers et conséquences

Soit E un ensemble fini de cardinaln > 1, ¢ : E — IN; x —— 1, alors on a
card(E) = Y sp(x) = Y, 1 1)
x€E x€E
Preuve: Par récurrence sur n.
Sin =1, posons E = {a} alors ¥ sp(x) = sg(a) =1 = card(E).
x€E

Supposons la propriété vraie pour 1. Soit E de cardinal n + 1, posons E = E' U {a}, avec
card(E') =n.card(E) =1+ card(E') =1+ ¥ sp(x) = X »p(x),cqfd .
xeE’ x€E

6
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Remarque 5 La relation (1) exprime le fait pratique que le cardinal de E est égal au nombre
d’éléments de E.

n
Exemple5 n= Y 1.
i=1

Exercice 2 calculer Y 1, Y 1.
1<i,j<n  1<i<j<n

Théoréme II1.1 (Principe des bergers) Soit E un ensemble, (Ay, ..., Ay) un partage de E (ie:
k
E=U_ Ajet AiNAj=Dsii # j). Alors card(E) = 3 card(A;).
i=1
Remarque 6 La relation (1) et le principe des bergers, sont les bases de 1’analyse combina-
toire.

Théoréme I11.2 Soient E et F finis alors FE est fini est card (FF) = card (F)c@r4(E),

Preuve: par récurrence sur n = card(E).

Sin = 1, posons E = {a}, application ¢ : FE — F; f — f(a) est bijective, donc FE
est fini et card (FE) = card(F).

Supposons la propriété vraie pour #. Soit E de cardinal n + 1, posons E = E' U {a}, avec
card(E’) = n. Pour tout b € F, posons

& ={f e F¥ | f(a) =0}
Pour tout b € F, 'application
W& —Ff — fip

est bijective, donc & est fini et card(E,,) = p", d’apres ’hypothese de récurrence.
On montre que (&), est une partition de FE, et on déduit que

card (PE) = 2 card(&) = p.p = an
beF

Ce qui acheve la démonstration .
Corollaire IIL3 Si E est fini de cardinal 1, alors P (E) est fini, et on a: card(P(E)) = 2car(E),

Preuve: P(E) est équipotent a {0;1}F .

II1.2 Arrangements

Théoréme I11.4 (Nombres d’injections) Soient E et F finis, p = card(E), n = card(F) tels
que p < n. Le nombre des applications injectives de E dans F est:

Aﬁz(ii!)':n(n+l)...(nfp+l)=ﬁ(”*l’+i)
n—p)! i=1

appelé le nombre d’arrangements sans répétition de n objets pris p a p.

Remarque 7 le nombre d’arrangements avec répétition de n objets pris p a p est card(E?).

7
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Preuve: Par récurrence sur p = card(E). On note Z(E, F) I'ensemble des applications
injectives de E dans F.

Sip = 1, avec card(F) = n > 1, toute application de E dans F est injective, donc
card(Z(E, F)) = card(FE) = n.

Supposons la propriété vraie pour p. Soit E de cardinal p + 1, posons E = E' U {a}, avec
card(E") = p. Pour tout b € F, posons

Jp = {f € Z(E,F) | f(a) = b}
Pour tout b € F, I'application
YTy — T(ELE\{b}); f = frix = f(x)

est bijective, donc J, est fini et card(J,) = AP_,, d’apres 'hypothese de récurrence.

_1r
D’autre part (J),cr est une partition de T (E,F), donc
card(Z(E,F)) =Y Al =nAl_ | =n (n=D! " = AT
A g e T =G T T = G

Ce qui achéve la démonstration

Model: Tirage dans une population de taille 72 d'un échantillon ordonnée de taille p sans
remise.

Remarque 8 Avec remise correspond a avec répétition.

Théoréme I11.5 Si card(E) = card(F) = n, alors le nombre de bijections de E dans F est n!.

En particulier: card(S,) = n!, ott S, est I'ensemble des bijections de [1, n].

III.3 Combinaisons

Théoréme IIL.6 Soient E fini de cardinal n > 1, et 0 < p < n. Le nombre de partiesde E a p
éléments est

p_ n! _ 1 P
b= pl(n—p)! p!A

Preuve: On note F,(E) I'ensemble des parties a p éléments de E; I'application

¢: Z([LplLE) — Fp(E)
f = Imf

est surjective, et le principe des bergers implique

Al =card(Z ([1,p],E)) = Y, card ((pfl(A)> .
A€Fy(E)

Etpour tout A € F(E) : ¢ 1 (A) = {f € T([L,p],E) | Imf = A} et

ear 9 '(A) — I([1,p]A)
f —_ fHA
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est bien une application et elle est bijective, donc card (p~1(A)) = card (Z ([1,p],E)) = p!.
On déduit donc que A = card (F,(E)) .p!, c.a.d que card (F,(E)) = %Aﬁ cgfd .

Model: Nombre de combinaisons de p objet dans une population de taille n.

Remarque 9 Si p > n, on pose [}, = 0.

Propriétés
p_rp-1 p+l1 _ N —Pprp p_ Mep-1
pur1 C, =Ci . Cl 7P+1E"' Enfﬁl;1 1-
n
PIIL2 3 Ch =2
p=0
PIIL3 Ch = [:i1 + Ezj : relation de Pascal
Triangle de Pascal
n=111|1
n=2 11121
n=3.11[3|3 |1
n=411(4/6 |4 |1
n=5[1]5/1010[5]1 |

Exercice 3 Combinaison avec répétition

Kz = ("1 _ (nombre de solution dans N de l’équation: x; + x3 + ... + X, = p).

n+p—1

Exercice 4 Dérrangements...




