CHAPITRE 5 FONCTIONS LOGARITHMES

n Définition et représentation graphique
de la fonction logarithme népérien

mmm 1. Définition

La fonction inverse x »—>§ est définie, continue sur 10 ; + [, elle admet

donc des primitives sur ]O ; + eo[.

La fonction logarithme népérien x — Inx est la primitive, définie sur

10 ; +oo[, de la fonction x »—>§ qui s’annule en 1.

mmmmm 2. Conséquences

e La fonction logarithme népérien, dont la dérivée est strictement positive
sur |0 ; +oo[, est strictement croissante.
Elle est continue et bijective.

<00 = 3

In1 = 0.

e limlnx = —e X
x—0
>0 ' + oo

lim Inx = +oco.

X — +oo0 — 0




cours . savoir-faire exercices corrigés

e On appelle e le nombre réel tel que Ine = 1.
Au point A(e; 1), la tangente a pour équation y = %x et au point

B(1; 0) la tangente a pour coefficient directeur 1.

> . .
Exenple 4 applicacion
7 ri
Déterminer les asymptotes a la courbe 6 représentative de la fonction :
f:x—1In C‘: i’)
ﬁorrgé commentt

Indication : on commence par déterminer I’ensemble D de définition de la fonction f.

f(x) existe si, et seulement si, ;(—"_—'—% > 0; le signe de ce quotient est celui d'un tri-
néme du second degré de racines 1 et —3.

Par suite, ;%i‘ >0 si, et seulement si, x € ]—e ; ~3[U]1 ; +ool.

Donc D =]-o0; =3[U]1; +co[.

Indication : on étudie ensuite les limites de f aux bornes de D.

3 3
3 1+)—( 1+;
o Xto pour x#0 dou lim |—=|=1 et lim InX = 0 donc par
x-1 171 [x] = e l—l X-1
X X

composition lim f(x) = 0.
x| > e

Donc la droite d’équation y = O est asymptote a ‘¢ dans un voisinage de +e- et de —eo.

e lim X+3 _ = 0* et lim InX = -, donc par composition hm f(x) = —oo,
x—>-3X—1 X-0
<-3 >0 < 3
Donc la droite d’équation x = —3 est asymptote a 6.
e lim(x-1) = 0* et lim(x+3) =4 donc lim (i—té) = +oo et
x—1 x—1 x> 1\x—1
>1 >1
lim InX = +e, donc par composition llm f(x) = + oo,

X = 400
>1

Donc la droite d’équation x = 1 est asymptote a D.
En définitive, il y a 3 asymptotes d’équations respectives :
y=0;x=-3 etx=1.
\ J/




CHAPITRE 5 FONCTIONS LOGARITHMES

I3 Propriétés et autres fonctions

s . Propriétés de la fonction logarithme népérien

Conditions Propriétés
a>0 Inab = Ina + Inb (propriété caractéristique des
b>0 fonctions logarithmes)

In = Ina-Inb; 1n217 = _Inb

Ina® = olna avec e R

Ina =Inb < a = b (fonction « In » bijective)
Ina<Inb<a<b (fonction «In» strictement
croissante)

Ina=1loa=e; lnNa=0sa=1

0<x<1 Inx <O

x>1 Inx>0

s 2. Dérivées et primitives

e Soit une fonction u, définie et dérivable sur un intervalle I, telle que pour
tout x de I, u(x) soit strictement positif :

’ ’

P U ; ro W
(lnou)-u . Siux)#0 (Ilnolul) ”

e Soit une fonction u telle que u(x)#0 sur un intervalle I dont la dérivée
u’ est dérivable sur 1.

Les primitives sur I de u—u— sont les fonctions In|u| + C avec C € R.

s 3, Fonction logarithme décimal
Inx

In10
Cette fonction a la méme variation et les mémes propriétés opératoires que

la fonction logarithme népérien.

La fonction logarithme décimal est définie sur ]0 ; + [ par logx =

’ _ 1 .
logl =0; logl0=1; log’'(x) = 1o
Cette fonction est utilisée dans tous les calculs faisant intervenir des puis-
sances de 10.
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cours ‘ savoir-faire exercices corrigées

4. Autres limites

hmM:l; hmln_xz ;
x—0 X X+ X

limo xInx =0 (aredémontrer a chaque fois).
X —

In(1+ h)=h au voisinage de zéro.

mmmmm 5. Résolution de I'équation Inx=a

Pour chaque réel a, ’équation Inx = a admet une solution unique dans

105 + ool
Cette solution est e“ et se lit exponentielle de a ou e exposant a.

Exenple 4 application
( T i \
X2+3 éfinie sur 115 +eo.

Déterminer les variations de f.

Soit la fonction f: x+— In

pwr[yﬂ/ commentt
2

La fonction fest telle que f = Inou avec u(x) = ); _+ 13

yos e W , 2x(x-1)-(x2+3) _ x2-2x-3
D =4 - _

ou f ; avec u'(x) TR A
donc:

’ _ (X*l)z B (XZ—ZX—:‘})(X_I).
e = 2+3 T (x-1)2(x2+3)

x-1

Orsur ]1; +o[; x-1>0; (x-1)2>0 et x2+3>0 donc f’(x) ale méme
signe que le trindme x2-2x -3 dont les racines sont -1 et 3.

Par suite f’(x) > 0 si, et seulement si, xe 13 ; + o[ et f’(x) <O si, et seulement
si, xe]1; 3].

Or f’(3) = 0 donc la fonction fest strictement croissante sur [3 ; + o[ et fest
strictement décroissante sur ]-1 ; 3].

Remarque : ne pas oublier que f n’est définie que sur un ensemble contenu dans Dy.
Dans ce cas, Dy = Dy = 11 ; +oo[.
f f )




