CHAPITRE 2 ESPACE

B Produit scalaire dans le plan ou dans 'espace

s 1. Définition

e Soit € le plan ou l'espace.

Soient deux vecteurs i1 et v de ¢, et trois points O, A et B tels que :
> -— > —>

u = OA etv = OB.

On note 6 l'angle géométrique AOB.

>
u
N

On appelle produit scalaire de deux vec- v N B

> > , L, D %
teurs u et v le nombre réel noté u - v tel

i v = [l vl 0
que u -v = |u| x|v|cosO. 0
e g

Soit u -v = OA x OB X cos8. u A

Remarque : Le signe de 0-v dépend du signe de cos6 :

(0 aigu) < i-v=>0
6 obtus) & 1 v <0
(0 droit) = 1u-v = 0.

s 2. Conséquences

. - > o «
Si les vecteurs u et v sont colinéaires et de méme sens, alors

L]

le = HJHXWH car ® = 0 donc cos6 = 1.

«Si les vecteurs # et v sont colinéaires et de sens contraires, alors
> > > >

u-v = —HuH XHVH car 6 = © donc cos® = —1.

2 2 2 2
e Si Ij = 17, alorszjwj = (17) = (3) = HZH = Hle .

> 2 . . . "

(1) est appelé carré scalaire, c’est un nombre positif.

AOB = BOA donc 11 -v = v -1l ; cette égalité traduit la symétrie du pro-
duit scalaire.
s 3. Propriétés
Quels que soient les vecteurs ft , 3 , 17 de € et deux réelsa et B :

> > > >
e (au)-(Bv) = (aP)x(u -v)
>
Y

- > 2 - > =
oW -(U+V)=W- -U+W
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c@+v) =l I 2d v
<@ = HuHZ 7l° -2 -5
o @y -vy = [l

+

> 2 2 >
V= (Hu+vH lal*-[v H)
-u~13=0<:>uJ_v.

Remarque : Le vecteur nul est orthogonal a tout vecteur.

s 4. Propriété fondamentale
. . b =, . . e
Si on projette orthogonalement les vecteurs u en u’ sur la direction de v
T T S, .
ona:u-v =u’-v (lesvecteurs u’ et v sont cohnealres)
De meme sion pr0]ette orthogonalement le vecteur v en v’ sur la direc-
>,

tlondeu ona:u- v—v u
%
u

>, > >, >
Donc v=u'"-v=v'-u

> . N
Exemple 4 application
r ri
Démontrer que dans un triangle quelconque ABC :
AC? = AB2+BC2 - 2AB x BC cos ABC.

Ce théoreme est celui d’Al-Kashi (généralisation a un triangle quelconque du
théoreme de Pythagore).

N

Corrigé comment?
D’apreés la relation de Chasles, quels que soient les points A, Bet C:

— = —
AC = AB+BC
— 2 — =2 — =
dot (AC) = (AB+BC)” = AB2+BC2+2AB- BC.
Soit  AC2 = AB2+BC2-2BA-BC d'ou:

AC2 = AB2 + BC2— 2BA x BC cos ABC.
. y,




CHAPITRE

I Produit scalaire en

2 ESPACE

géomeétrie analytique

Dans le plan

Dans l'espace

> >
Soit (O ; i,j) un repére ortho-
normé du plan

. 227 N
Soit (O ; i, j, k) un repere ortho-
normé de l’espace

Représentation param

étrique d’une droite &

Passant par A(x,, y,) et de vecteur
directeur 3(11, b), ae R, be R et

N >
v#0

Passant par A(xg, yo, Zo) et de vec-
teur directeur 3 (a,b,c), ae R,

N >
beR, ceRetv=0

N 5
Me %< AM = tv avec te R.

X = Xg+at
X = Xy +at fe R b R
, te R. = t .
y — y0+bt y y0+ ’ te
Z = Zy+ct
’ Equations cartésiennes de % ‘
XX VY0 qvec ab 20 XoX V=l _Z7%
a b a b c
soit Ax+By+C =0 avec abc#0
’ Produit scalaire ‘

% al ’ ’
des vecteurs v (x,y) et v'(x’,y")
> 2
v-vi=xx"+yy.

» 4>I ’ ’ ’

des vecteurs v (x,y,z) et v'(x’,y’, z")
4> 4>/ ’ ’ ’
v-vi=xx"+yy +zz°.

‘ Equation cartésienne et vecteur normal ‘

Soit ¥ une droite passant par un
point
A(xg,yy) et orthogonale a un vec-
teur v (a, b)

AN
MedPs<sAM:-v =0
ax+by+c = 0.

Soit P un plan passant un point

A(xg, yo, zo) et orthogonal a un
>

vecteur v(a, b, ¢)

—
MePsAM-v =0
ax+by+cz+d = 0.

‘ Distance d’un point B ‘

B(x;,y;) a une droite ¥ d’équa-
tion ax+by+c =0

l|ax, + by, + (|

d(B, (2)) = s

B(xy,¥1,2;) a un plan P d’équa-
tion ax+by+cz+d =0

ax,+by +cz;+d
acs,py) = Lot cnrd

NJa?+b?+c?




cours . savoir-faire exercices corrigées

Cercle Sphere
Equation d’un cercle de centre | Equation d’une sphére de centre
A(a, b) et de rayon R A(a, b, c) et derayon R
(x-a)2+(y-b)2 = R? (x-a)2+(y-b)2+(z-c)? = R?
soit  x2+y2-2ax-2by+c =0 | soit
avec ¢ = a%>+b%-R2. X2+ y2+2z2-2ax-2by-2cz+d=0
avec d = a?+b?+c2-R>.

Equation paramétrique d’un plan P contenant A(x,, ¥, Zo) et de vecteurs
. > - > o .
directeurs v (a, b, c) et v,(ay, by, c;), v et v; non colinéaires.
X = Xo+Aa+ua,
—_— > —
AM = Av +uv; avec AMu#0 <<y = yo+Ab+ub,.

zZ =z

Remarque : Si ax+by+cz+d =0 et a’x+b’y+c’z+d = 0 sont les équa-
ax+by+cz+d =0
ax+by+c’z+d =0
est une représentation de leur droite d’intersection dans I’espace.

tions cartésiennes de deux plans P et P’ sécants, alors {

L'ensemble des points M(x, y, z) tels que ax +by+cz+d <0 est le demi-
espace ouvert de frontiere le plan P d’équation ax+by+cz+d = 0 et
contenant le point O si d < 0.

) Exewée A ﬂ,p,pémmm

Soit les points A(O ; 6) et B(-2 ; 10) dans un repére orthonormal (O ; ? ?).
Calculer la distance du point C(4 ; -3) a la droite (AB).

N

Dorrgé comInent?

Conseil : On rappelle que les vecteurs l? X,Y) et 3 (X', Y") sont colinéaires si, et
seulement si, XY’ - XY = 0.

— —
N(x,y) e (AB) < AN et AB sont colinéaires.

— —>

Or AN(x;y-6) et AB(-2;4).

N, y)e (AB) & 4x-(-2)(y—6) = 0 soit
4x+2y-12 =0 2x+y-6 = 0.

[2x4-3x1-6 _ |-1]

d(C, (AB)) = NS = soit | d(C, (AB)) = .{ﬁ

\L J
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BER Barycentres dans I'espace
et caractérisations barycentriques

s 1. Définition du barycentre de n points pondérés

Soit les points Aj, A,, ..., A, de pondérations respectives ay, dy, ..., d,,.

n n
Si Zai #0, alors il existe un seul point G tel que Za,-GAi = 0.
i=1 i=1
Ce point est appelé barycentre des n points pondérés.

s 2. Propriétés

e On ne change pas le barycentre de n points en multipliant les pondéra-
tions par un méme nombre non nul.

e On ne change pas le barycentre de n points pondérés, en remplacant p de

ces points (p <n) par leur barycentre, sil existe, affecté de la somme des
leurs pondérations (théoreme du barycentre partiel).

3> >
e Coordonnées du barycentre dans un repere (O ; i, j,K)
Un point A; a pour coordonnées (x;, y;, z;) et pour pondération a;.

n
Si Za,- #0, soit G(xg, ¥, zg) le barycentre des n points pondérés alors :

i=1
n n n

zaixi Zaiyi zaizi

_i=1 _ i=1 _i=1
Xg == —, Yy == et zg = =——0i,

E a; a; a;

i=1 i=1 i=1

s 3. Caractérisations barycentriques

e La droite (AB) est I'ensemble des barycentres des points pondérés (A, o)
et (B,B) avec o+ #0.

e Le segment [AB] est I'ensemble des barycentres des points pondérés
(A, o) et (B,B) avec o > 0.

¢ Le plan (ABC) est I'’ensemble des barycentres des points pondérés (A, a),
(B,B) et (C,y) avec oo+ B +vy=0.

e La surface intérieure au triangle ABC est ’ensemble des barycentres des
points pondérés (A, o), (B,B) et (C,y) aveca>0,3>0,vy>0.
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Exenyples 4 application
- 7 1 \

0 Soit un tétraédre ABCD et C’ le symétrique de C par rapport a A et G le bary-
centre du systéeme {(A, 2) ; (B,4); (C; -1); (D, 3)}. Les points G, B C’ et D sont-
ils coplanaires ?

D(rrri}yé comnent?

Indication : La coplanéarité des points G, B, C’ et D revient a démontrer que I'un
d’entre eux est barycentre des trois autres points pondérés.

Le point C’ est le symétrique de C par rapport a A ce qui signifie que Z(ﬁ = (7)3
donc C’ est le barycentre des points (A, 2) et (C, -1).

Par associativité, le point G est alors le barycentre des points (C’, 1), (B, 4) et
(D, 3), on en déduit donc que les points G, B C’ et D sont coplanaires.

—> — —> —>
9 Soit A, B, C et D quatre points de l'espace tels que 2AB + 3CD +4BD = AD.
Montrer que le point A est barycentre des points B, C, D affectés de coefficients
que l'on déterminera.

Dorrgé COMINent?

En utilisant la relation de Chasles, on peut écrire :
—>

—> — — —> —> -
2AB+3CA+3AD+4BA+4AD-AD = 0
— — — -
soit -2AB-3AC+6AD = 0.
Or,-2-3+6#0,donc:
A est le barycentre du systéeme {(B, -2) ; (C, -3) ; (D, 6)}.
\ J
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oo L3 '
I Positions relatives dans I'espace
N N 27T
On considére un repere orthonormal (O ; 1, j, k).
mmsmm 1. Intersection de deux plans
Soit deux plans P et P’ d’équations respectives ax+by+cz+d = 0 et
a’x+b'y+cz+d = 0.
Le plan P a pour vecteur normal n (a, b, c) etleplan P’ a pour vecteur nor-
>
mal n’(a’,b’, c’).
-
eSin etn’ sont colinéaires, alors les plans P et P’ sont paralleles.
>
Remarque : Dans l’espace, deux vecteurs r? et n’ sont colinéaires, si, et seule-
ment si, leurs coordonnées sont proportionnelles c’est-a-dire s'il existe un réel k
>
tel que n’ = kit .
> ed
e Si n et n’ ne sont pas colinéaires, alors les plans P et P’ sont sécants
selon une droite.

s 2. Intersection d’une droite et d’un plan
Soit une droite & de vecteur directeur v et un plan P défini par deux vec-
teurs 1 et 1.
. > - - . . ~
*Siv, u etu’ sont coplanaires, alors la droite % est parallele au plan P.

> > ->
*Siv, u etu’ nesont pas coplanaires, alors la droite & coupe le plan en
un point.

X = of+Xxq
Si 9 a pour représentation paramétrique <y = Bt+y,, te R,
z = zt+ 2z,
et si P a pour équation cartésienne ax + by + cz+d = 0, alors % et Pont un

point commun si, et seulement s'il existe un réel t tel que :
a(ot+xy) +b(Pt+yy) +c(yt+zy)+d = 0.

s 3. Intersection de trois plans

e Les plans P, P’ et P” peuvent étre sécants deux a deux et n’avoir aucun
point commun et alors le systeme (S):

ax+by+cz+d =0
a’x+b’y+c’z+d = 0 n’aaucune solution.
aI/X+blly+Cﬂz+d” — 0
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¢ Si les trois plans sont strictement paralleles, alors le systéme (S) n’a
aucune solution.

e Si les trois plans sont sécants selon une droite, alors le systeme (S) admet
une infinité de solutions. Ces solutions sont les triplets de coordonnées des
points de la droite d’intersection.

e Si les trois plans sont sécants selon un point, alors le systéeme (S) admet
une seule solution. Cette solution est le triplet de coordonnées du point
commun a ces trois plans.

> . .
Exenple 4 application
( 4 r
Déterminer les positions relatives des deux droites & et 9’ de représentations
paramétriques respectives :

x =-2t+3 x=t+4

y=3t+5 , teR et Jy=-t'+1, t'eR.

z=4 z=2t-1
porrgépowwwé

Les vecteurs directeurs respectifs de & et %’ sont 71 (-2;3;0) et Ij ‘1;-1;2);
les coordonnées ne sont pas proportionnelles donc les droites% et %’ ne sont pas
paralleles.

Si ces droites sont sécantes, alors il existe un couple (t, t’) vérifiant les deux repré-
sentations paramétriques.

t=-7
—2t+3 =t'+4
D’ou 3t+5 =-t'+1 & t=—l6§.
4 =2t -1 t'—é
T2

Les résultats ne sont pas compatibles, donc % et %’ ne sont pas sécantes.
Les droites % et %’ ne sont pas paralleles, n’ont pas de point commun, donc elles
\ne sont pas coplanaires.

J




