CHAPITRE 2 SUITES NUMERIQUES

B Limite d'une suite

s 1. Limite d’une suite

@ Rappel : toute application de A dans R ou A est une partie de N, est une
suite numérique.

On note (u,), . cette application.
e Une suite u a une limite L si tout intervalle ouvert contenant L contient

tous les termes de la suite a partir d'un certain rang.
Si la suite v a une limite L finie, on dit que la suite u est convergente.

On écrit lim u, = L oubien lim(u,) = L.

n—+oo

Remarque : toute suite non convergente est divergente.

e Une suite u a une limite égale a + - (respectivement —) si tout intervalle
[B; +eo[ (resp. ]—oo; C]) avec B et C deux réels quelconques, contient
tous les u,, a partir d'un certain rang.

mmmmm 2. Limite de suites particuliéres

. 1 1
e Les suites usuelles n +— 5 avec peN*, n— T sont convergentes de
n

limite zéro.

e Toute suite stationnaire n — a (a € R) est convergente de limite a.

Soit une suite (u,) définie par u, = f(n) avec f définie sur un intervalle
[D; +eol.

Sila limite de fest L, alors la limite de u est L.

s 3. Théorémes de comparaison

e Soit deux suites (u,) et (v,) convergentes telles que, a partir d'un certain
ny, pour tout n=n,, u,<v,, alors limu, <limv,.

Si limv, = -, alors limu, = —co.
Si limu, =+, alors limv, = +e.
Si |u|<v, et limv,=0, alors limu, =0.

e Théoreme des gendarmes
Soit trois suites (u,), (v,), (w,), telles que u et w convergent vers L.

§'il existe n,, tel que pour tout n=n,, u,<v,<w,, alors limv, = L.
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0 Soit la suite u définie sur N par u, = n+3

n+2
Pour un entier naturel p donné, déterminer un entier naturel n tel que :
1-10"<u,<1+107".

En déduire que la suite (u,)) est convergente et déterminer sa limite.

Dorrgé commentt
Comme 1 +3>n+2, alors u, > 1 donc pour toutndeN, 1-10"7"<u,.

Déterminons 7 tel que u, < 1+107°

soit 53 214107 soit BE3 1 <107 soit
n+2 n+2 n+2

Cest-a-dire 10’ <n+2 car n+2>0 dou n>10"-2.

<107’

Donc si on pose N = 107 *1_2, tous les termes de la suite a partir de u,, sont
dans lintervalle ouvert 11 -107"; 1+ 10”[.

Indication : quel que soit 'entier p choisi, donc quel que soit l'intervalle ouvert de
centre 1, cet intervalle contient tous les termes de la suite a partir d’un certain rang.

La suite (u,,) est donc convergente et sa limite est 1.
n?+3

n+1

Déterminer par deux méthodes différentes la limite de (u,,).

@ Soit la suite u définie sur N par u, =

ﬁ(rrrgé commentt
243 243 )
n-+ x? +
e Comme u, = P alors u, = f(n) avec f(x) = e Hia i

car x# 0 dans un voisinage de +eo.

lim 3 =0 ,

X e X donc lim (—+x) = 4o

lim x = +e X ke . .

X > +oo donc, par quotient, lim f(x) = +co.
X = 4oo

lim (1+1) =1
X — +oo X

La suite u étant la restriction de fa N, (u,) est divergente.

ey M 1+4 4
" n+1 n+1
Or,surN, n+1>0 donc——é—>0 et par suite n—1 + 4 >n-1
n+1 n+1

lim (n-1) = +e donc par comparaison lim (u,) = +eo.
\X — +eo X — +oo Y,
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n Monotonie et propriétés des suites

mmsmm |. Monotonie d’une suite

Soit une suite réelle (u,) et A I'intersection d’un intervalle de R et de N.

e La suite (u,) est croissante sur A, si quel que soitndeA: u,<u,,,.

e La suite (u,) est décroissante sur A, si quel que soitndeA: u,=u,.,.

e La suite (u,) est monotone sur A, si quel que soit n de A, elle est crois-
sante ou décroissante.

e La suite (u,) est stationnaire, s'il existe n, tel que pour tout n = n,,
u,=1u

n l’lo'

s 2. Suites majorées, minorées, bornées

Suite majorée Suite minorée Suite bornée

Soit A c N, pour tout n de 4, il existe un réel M ou un réel m

u,<M u,=m ms<u,<M

Théoreme : toute suite croissante et majorée est convergente.
Toute suite décroissante et minorée est convergente.

s 3. Suites adjacentes
@ Définition
Deux suites (u,) et (v,) sont adjacentes si :

(uy,), . 4 estcroissante ;
(Vi) e 4 st décroissante ;
pour toutndeA, u,<v,;
lim(u,-v,) = 0.

® Théoréeme
Deux suites adjacentes sont convergentes vers une méme limite.
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0 Soit la suite (u,,) définie sur N par u,, = ’;:13 - Etudier sa monotonie sur N.
00@(7{7 commentt
Il existe une fonction f définie sur R, telle que u,, = f(n) avec:
x2+3
=537

Cette fonction fest rationnelle, définie et dérivable sur R,,
_2x(x+1)-(x2+3) _ 2x2+2x-x2-3

oo = (x+1)2 - (x+1)2
’ o x2+2x-3 _ (x-1)(x+3)
fex = x+1)2 — x+1)?2

f’(x) ale méme signe que (x —1)(x + 3) lequel est positif pour :
X€ ]-o; =31 U[1l; +oof.
Donc, pour xe R,, f’(x) =0 sietseulementsi xe [1; +oo[,
par suite la fonction fest croissante sur [1 ; +eo[, sarestrictiona N* est croissante.
Conclusion : la suite (u,) est croissante pour tout entier naturel non nul.
7
§ y e
uy>uy et uy <y, ..., u, <u,, , doncuyaun comportement a part dans la suite. La
monotonie d’une suite est donnée par le comportement de la majorité des éléments de (u,,).

Remarque : uy = 3, u; =2, u, =

!
Q Soit la suite u définie sur N* par u,, = L
n"
On rappelle que, pour ne N*, n! = n(n-1)x---x3x2x1.
Etudier 1a monotonie de (un)" e

00@(7{7 comment?

Indication : les u, sont strictement positifs et se présentent sous la forme d’un quo-

. u N
tient donc on peut comparer Z” al.
n

Upe1 _ (nm+1D)!xn™ | _ _
L _m, or(n+1) = (n+1n! (n+1)"*+1 = (n+1)"(n+1)
donc Hper o (m+Dn" :(_n__)n'
u, (n+1)"x(n+1) n+1
n

Or, n<n+1 soit

n+1

n
<1 dou (n—'_:—i) <1 car la fonction x — x" est stricte-

. Uy . .
ment croissante sur R, . Donc —"u—*— < 1 pour tout entier naturel non nul, ce qui

n
signifie que la suite (u,,) est strictement décroissante sur N*.
\ J
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BB Récurrence

s 1. Raisonnement par récurrence

Soit un nombre entier naturel n, et P, une propriété.

Démontrer qu'une propriété P, est vraie pour tout n = n, se fait en trois
étapes.

e Initialisation : on vérifie que P, est vraie.

e Hérédité : on suppose pour un entier n = n,,, que la propriété P, est vraie
(hypothese de récurrence), puis on démontre, compte tenu de cette hypo-
theése, que P, est vraie.

e Conclusion : pour tout n = n,, la propriété P, est vraie.

Remarque : on pense a ce raisonnement par récurrence, des que I’on veut montrer
qu’une propriété P,, est vraie pour tout n = ny,

= 2. Suites récurrentes

Soit une fonction f définie sur un intervalle I tel que pour tout x de I, f(x)
est aussi dans 1.

On peut définir une suite (u,) parla donnée de u,avec uy € I etlarelation
de récurrence u, ., = f(u,).

Si u,, converge, alors sa limite ¢ vérifie f({) = €.

Remarque : les suites arithmétiques et géométriques sont des suites récurrentes.

GX{W les 4 ﬂz’p’plwﬂzﬂm

r
Uy = 6

Uy = ,\/M"+3

Déterminer la monotonie de cette suite a ’aide d'un raisonnement par récurrence.

0 1. Soit la suite (u,) définie sur N par : {

Vo =1

Vo1 = JVa+3

Déterminer de méme la monotonie de cette suite.

2. Soit la suite (v,,) définie sur N par {

porrgé comimentt
1. On considere la fonction f définie sur R, par f(x) = J/x+ 3.
La fonction fest dérivable sur R,, donc:

fr(x) = !

ZA/x+3'
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f’(x) >0, donc la fonction est strictement croissante sur R,.

On calcule uy, ty: 1y = Jug+3 = J6+3 =3;u, = Ju;+3 = J3+3 = /6.
On conjecture que la suite (u,) est décroissante et on démontre par récurrence
cette propriété.

OnposeP,: u,>1u,,.

e Initialisation : P, est vraie car u, > u;.

e Hérédité : on suppose que pour n=0, u,>u
Uy, > Uy, g

On sait que u,,; = f(u,) et que f est une fonction croissante sur R,, donc
f(un) > f(un+l)

Soit u,,,>u,,, donc P,,;estvraie.

.+1 €t on démontre que

¢ Conclusion : quel que soit n e N, la suite (u,,) est décroissante.

2. On remarque cette fois que v, = 1 et v; = 2, on conjecture que la suite (v,,)
est croissante.

En utilisant la méme fonction f car v,
que la suite (v,,) est croissante.

w+1 = f(v,), on démontre par récurrence

9 Démontrer par récurrence que, quel que soit n de N, le nombre 52— 3" est
un multiple de 22.

D(rrrgé commentt
Soit P, la propriété : 527 3" est un multiple de 22.

e Initialisation

Pour n = 0: 50-39 = 1-1 = 0, or zéro est multiple de 22, donc P, est vraie.

e Hérédité

On suppose que pour un entier quelconque n =0, la propriété est vraie (hypo-
these de récurrence), puis on démontre compte tenu de cette hypothese queP,, | 4
et vraie.

Or 5201+1) _3n+1 = 321 523 x 3" soit :

520+ _3n+l = (224 3)x 521 -3 x 3" = 22x 5214 3(521 - 3"1).

D’aprés I'hypothése de récurrence, 523" est un multiple de 22, le nombre
520m+1) _3n+1 étant la somme de deux multiples de 22, est un multiple de 22
d’out la véracité de P, , ;.

e Conclusion
On a vérifié que P, est vraie, on a montré que P, , ; est vraie sous I’hypothese de
récurrence que P, était vraie pour un n =0, donc:
(Vne N), 52n_3" est un multiple de 22.
\_ J
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I suites particuliéres

mmmmm 1. Suites arithmétiques et géométriques

Suites arithmétiques

| Suites géométriques

ne N

Relation de récurrence

| ne N

U,,1 = u,+r

re R, r:raison de la suite

Uy, 1 = qu,
q € R, q:raison de la suite

u, = up+(n—p)r

ne N Terme général | ne N

U, = Ug+nr u, = uyq"
ne N | Relation entre deux termes | ne N
peN peN
etpsn etpsn

u, = u,(q)"*

Somme de termes consécutifs |

2

i=0

i”i _ (ug+u,)(n+1)

n

1 _an+1
D= -

i=0

et g=1

n

Sig =1, alors Zui = (n+1)u,

i=0

Sommes particulieres |

1+n)n 1-gr+!
1+2+...+n=£._.._ 14g+g2+...+g" = —1L
) q+4 q 14
avec q#1
n— Uy + nr Limites et monotonie ne—q"
Si r<0, lasuiteest| g<-1 | -1<qg<0 | 0<g<1 qg>1
décroissante et . . :

lm 1. = —oo Suite Suite alternée | Suite Suite
node | ' alternée convergente | décroissante | croissante
Si r>0, la suite est | divergente | de limite convergente | divergente
croissante et (pas de nulle. de limite de limite

lim u, = +e. limite). nulle. infinie.
n—+oo
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s 2. Suites définies paru,,, =au, + b

e Sia =1, il s'agit de suites arithmétiques de raison b.

eSia=0 et b = 0, il s'agit de suites géométriques de raison a.

*Si b#0 et a#0, on considere la fonction affine f'telle que u,, ., = f(u,)
et f(x) = ax+b.

La représentation graphique de fest une droite &.

Soit A la droite d’équation y = x.

Les droites 9 et A sont sécantes en I(Tl_la ; i-lj—a) sia=1.

Si la suite (u,,) est convergente, alors sa limite € est telle que ¢ = T

Exemple 4 applicatciom

Soit la suite (u,) définie sur N par uy, = 2 et u,,; = gu,,+ 3.

N

Représenter graphiquement la fonction f: x — gx +3 et tracer la droite A d’équa-

tion y = x. Emettre une conjecture concernant la limite de (i,,).

porrgé commentt
Les droites & (représentative de f') et A sont sécantes au point d’abscisse 175 On
conjecture que la limite de (u,,) est 1—25
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